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Предговор
Ова докторска дисертациjа jе израђена у сарадњи са наставницима и са-
радницима Катедре за механику флуида Машинског факултета у Београду и
представља резлултат вишегодишњег теориjског истраживања анизотропности
турбулентних вихорних струjања.
Током докторских студиjа на Машинском факултету у Београду, и током из-
раде ове дисертациjе, остварио сам добру сарадњу са наставницима и сарад-
ницима поjединих катедри, стога бих овим путем хтео да им пренесем изразе
своjе захвалности.
Пре свега бих се захвалио Комисиjи за докторске студиjе на челу са
проф. др Милосавом Огњановићем, на додели стипендиjе за докторске студиjе.
Mоjим менторима проф. др Милану Лечићу и проф. др Александру Ћоћићу
и продекану проф. др Александру Симоновићу захваљуjем на свим видовима
подршке у наjтежим периодима израде ове дисертациjе.
Колегиници др Jели Буразер, истраживачу сараднику Катедре за механику
флуида, захваљуjем на исказаноj колегиjалности, великоj помоћи у руковању
програмским алатима под оперативним системом Linux и корисним сугестиjама
при изради дисертациjе.
Своjу захвалност бих овим путем изразио и проф. др Светиславу Чантраку ре-
довном професору у пензиjи, за уступљене резултате експерименталног истра-
живања вихорног струjања у правом конусном дифузору. Ови експериментални
резултати су искоришћени за валидациjу нумеричких прорачуна струjања и чи-
нили су окосницу израде ове дисертациjе.
Наставницима Катедре за хидрауличне машине и енергетске системе, проф. др
Милошу Недељковићу и проф. др Ђорђу Чантраку, захваљуjем на подршци
приликом аплицирања за доделу стипендиjе за докторске студиjе и на остваре-
ноj доброj сарадњи.
Проф. др Николи Маричићу, редовном професору у пензиjи, Факултета тех-
ничких наука у Косовскоj Митровици, од коjег сам научио прве поjмове из
Механике флуида, захваљуjем на дугогодишњоj доброj сарадњи и свеобухват-
ноj рецензиjи ове дисертациjе.
Kолеги Милану Раковићу, асистенту Катедре за механику флуида, захваљуjем
на изради jедног дела скриптова за цртање диjаграма у софтверу Python.
Посебну захвалност дугуjем своjоj породици, ћерци Наталиjи и супрузи Сањи
коjа jе успела да издржи дуг и тежак период мог одсуства из породичног жи-
вота, иако jоj jе здравље било озбиљно нарушено.
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Моделирање и нумерички прорачуни струjања
нестишљивог флуида у правим конусним дифузорима
Резиме
У дисертациjи jе истраживано турбулентно вихорно и безвихорно струjање
нестишљивог флуида у правим конусним дифузорима. Циљ ове докторске ди-
сертациjе jе побољшање тачности нумеричког прорачуна вихорног струjања у
овом типу дифузора. Истраживање jе спроводено нумеричким путем, применом
софтвера отвореног кода - OpenFOAM, при чему jе извршена имплементациjа
два модела турбуленциjе у оваj софтвер. Jедан од ових модела, Хамбин k − ε
модел jе однедавно познат научноj jавности, док jе други k − ε diffuser разви-
jен у оквиру рада на овоj докторскоj дисертациjи. Развиjени модел турбулен-
циjе k− ε diffuser jе намењен за нумеричке прорачуне безвихорног и принудно-
потенциjалног вихорног струjања у правим конусним дифузорима.
Спроведена jе детаљна анализа RANS приступа моделирању турбуленциjе,
са посебним освртом на моделе турбуленциjе коjи обухватаjу анизотропност
поља турбулентне вискозности. Jедан од наjсавремениjих RANS модела турбу-
ленциjе коjи обухвата анизотропност турбулентне вискозности и временску не-
локалност турбулентних напона (Хамбин модел), имплементиран jе у код соф-
твера OpenFOAM. Jедначине овог модела су написане у поларно-цилиндричним
координатама, па jе за његову имплементациjу у код софтвера OpenFOAM било
неопходно имплементирати jединичне диjадне тензоре у основ кода OpenFOAM.
Применом ових диjадних тензора, у софтвер OpenFOAM чиjи солвери раде у
Декартовим координатама, имплементиране су jедначине Хамбиних напона у
поларно-цилиндричним координатама. Хамбин модел jе послужио као основ
за развиjање и имплементациjу новог модела k − ε diffuser, коjи jе у коду на-
зван kEpsDif и коjи jе намењен за прорачун вихорног и безвихорног струjања у
правим конусним дифузорима. Основне карактеристике развиjеног модела су
анизотропност турбулентне вискозности и временска нелокалност турбулент-
них напона. Тестирање имплементираних модела турбуленциjе jе извршено у
четири различите струjне геометриjе, при различитим врстама струjања. Те-
стирање имплементираног Хамбиног модела jе извршено нумеричким прора-
чуном принудно-потенциjалног вихорног струjања у цеви. Том приликом су
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резултати прорачуна овим моделом упоређени са резултатима два линеарна
(k− ε и k−ω SST) и jедног нелинеарног модела турбуленциjе (Lien cubic k− ε).
Верификациjа поступка имплементациjе и валидациjа развиjеног модела k − ε
diffuser jе извршена тестирањем овог модела у три различите струjне геометриjе
при различитим врстама струjања. Тестирање jе наjпре извршено нумеричким
прорачуном принудно-потенциjалног вихорног струjања у правом конусном ди-
фузору при две различите jачине вихора. Том приликом су резултати добиjени
применом развиjеног модела k − ε diffuser упоређени са остала два коришћена
модела турбуленциjе (стандардним k − ε и Хамбиним k − ε моделом). Након
тога jе развиjени модел тестиран нумеричким прорачуном вихорног струjања у
Клаусеновом дифузору, чиме jе извршена контрола прилагодљивости овог мо-
дела различитим геометриjским карактеристикама дифузора. Развиjени модел
турбуленциjе k− ε diffuser има могућност идентификациjе врсте струjања у ди-
фузору, тj. прави разлику између вихорног и безвихорног струjања. У случаjу
да jе струjање у дифузору безвихорно, активира се стандардни k−ε модел, док
се у случаjу вихорног струjања у дифузору прорачун врши помоћу развиjеног
k − ε diffuser модела. Ова универзалност развиjеног модела jе тестирана на
безвихорном струjању у Азадовом дифузору.
Сви прорачуни су извршени на тродимензионалним прорачунским мрежама.
На оригиналан начин су приказани елипсоиди турбулентног напона у односу на
сферични део турбулентног напона, коjи jе дефинисан кинетичком енергиjом
турбуленциjе. Анализирани су међусобни утицаjи поља напона и поља брзине у
процесу моделирања вихорног турбулентног струjања у дифузорима и изложена
jе процедура развоjа модела k − ε diffuser.
Са новим модулима коjи су имплементирани у код OpenFOAM, а коjи
обухватаjу математичко-програмерски поступак трансформациjе тензора из
Декартових у поларно-цилиндричне координате и обрнуто, отворен jе пут за
имплементациjу других модела у поларно-цилиндричним координатама и даље
унапређење нумеричких прорачуна у струjним доменима цилиндричног облика.
Кључне речи: дифузор, вихорно струjање, тубулентни напон,
анизотропност, моделирање, OpenFOAM
Научна област: Машинство




Мodelling and Numerical Calculation of The Incompressible
Flow in a Straight Conical Diffusers
Abstract
In this dissertation a research regarding swirling and swirl-free turbulent
flow of incompressible fluid is presented. The aim of this dissertation is an
accuracy improvement of numerical calculation of swirling flow in this diffuser
type. The research is performed numerically by OpenFOAM software, with two new
implemented turbulence models. One of these models, Hamba’s k − ε is recently
known in the research community, while the second one, k− ε diffuser, is developed
during the research in this dissertation. Developed k − ε diffuser model is intended
for numerical calculation of swirl-free and Rankine-vortex swirling flow in straight
conical diffusers.
Detailed analysis of RANS based turbulence modeling methodology is presented,
especially in terms of turbulence models with anisotropic turbulent viscosity field.
One of the most modern RANS turbulence models, which include anisotropy of
turbulent viscosity and time nonlocality of turbulent stresses (Hamba’s turbulence
model), is implemented in OpenFOAM software. Since equations of this model are
written in cylindrical coordinates, in order to implement this model in OpenFOAM
software, it was necessary to implement dyadic tensors in the basis of this software
first. Using this dyadic tensors, Hamba’s turbulent stresses equations in cylindrical
coordinates are implemented in OpenFOAM code, whose solvers are written in
Cartesian coordinates. The Hamba’s model has been used as the basis for developing
and implementing a new turbulence model k − ε diffuser, which is designed for
numerical calculations of swirl-free and Rankine-vortex swirling flow in straight
conical diffusers. The basic characteristics of this new model are anisotropy of
turbulent viscosity and time nonlocality of turbulent stresses. The implemented
models are tested on four different geometries under different flow conditions. The
Hamba’s model is tested by numerical calculation of Rankine-vortex swirling flow in
a straight pipe. The results obtained with this model are compared with results
obtained by two linear (k − ε and k − ω SST) and one non-linear (Lien cubic
k− ε) turbulence models. Verification of the implementation process and validation
of the developed model k − ε diffuser are performed by testing this model in
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three different flow geometries under different flow conditions. The model is firstly
tested by numerical calculations of Rankine-vortex swirling flow in a straight conical
diffuser, for two different swirl strengths. The results obtained during these tests by
k−ε diffuser model are compared with results obtained by other two used turbulence
models (standard k−ε and Hamba k−εmodel). After that, the model k−ε diffuser is
tested by numerical calculation of swirling flow in the Clausen diffuser as control of a
possibility of using this model in diffusers with different geometrical characteristics.
Developed model k − ε diffuser has a possibility of flow type identification, i.e. it
makes difference between swirl and swirl-free flow. In case of a swirl-free flow a
standard k − ε is activated, while in case of swirling flow, calculation is carried on
by k− ε diffuser model. This universality of developed k− ε diffuser model is tested
on a swirl-free flow conditions in Azad diffuser.
All calculations are performed on 3D computational meshes. An ellipsoid of
turbulent stresses in respect to the spherical part of turbulent stresses, which
is defined by turbulent kinetic energy, are presented in original manner. Mutual
influences of stress and velocity fields are analysed in turbulent swirling flow in a
straight conical diffusers and the procedure of k − ε diffuser model development is
presented.
The new implemented modules in OpenFOAM, which contain mathematical
programming procedure for tensor transformations from Cartesian to cylindrical
coordinates and reversely, give possibility for implementing other turbulence models
in cylindrical coordinates and further improvement of numerical flow calculation in
the cylindrical shape flow domains.
Key words: diffuser, swirling flow, turbulent stresses, anisotropy,
modeling, OpenFOAM
Scientific field in general:Mechanical Engineering






xi - координата тачке
dij - компонентe девиjатора тензора напона услед вискозности
Aijkm - компоненте тензора вискозности
ui - компонента вектора брзине
u - вектор брзине
p - притисак
p∗ - кинематички притисак
Sij - компонента тензора брзине деформисања
q - тензор трансформациjе координата
qT - транспоновани тензор трансформациjе координата
qij - компоненте тензора трансформациjе координата
I - jединични тензор
ei - jединични (базни) вектор координатне осе
〈ui〉 - просечна компонента вектора брзине
〈fi〉 - просечна компонента вектора запреминске силе
〈dij〉 - просечна компонента девиjаторског дела
тензора напона у флуиду
Ni - компонента Бусинескове нормалне силе
Ti - компонента Бусинескове смичуће силе
K - запреминска турбулентна кинетичка енергиjа
k - турбулентна кинетичка енергиjа
hB - Бусинескова карактеристична дужина
uB - Бусинескова карактеристична брзина
〈Sij〉 - компоненте тензора просечнe брзине деформисања
〈S〉 - тензор просечне брзине деформисања
T - тензор турбулентне вискозности
S ′ij - флуктуираjући део компоненте тензора брзине деформисања
u′i - флуктуираjићи део компоненте вектора брзине
p′ - флуктуираjићи део струjног притиска
x
〈p〉 - просечни статички притисак
`m - Прантлов дужински размер
u∗ - Прантлов размер брзине
t0 - временски размер турбулентне структуре
`0 - дужиснки размер турбулентне структуре
k0 - размер TKE турбулентне структуре
bij - компоненте тензора анизотропности
Dij - компоненте тензора турбулентне дифузиjе
турбулентног напона
P ′ - флуктуациjа генералисаног притиска
〈Wij〉 - компоненте просечне угаоне брзине флуидног делића
у инерциjалном координантом систему
G(λ) - λ-ти коефициjент тензорског полинома анизотропности
T (λ) - λ-ти члан тензорског полинома анизотропности
b - тензор анизотропности турбулентног напона
T
(λ)
ij - компоненте члана тензорског полинома анизотропности
турбулентног напона
D - коефициjент дифузиjе
c - концентрациjа материjе
h - хеликоидност вихора
u′ - флуктуираjући део вектора брзине флуидног делића
Gij - Гринове функциjе за флуктуациjе брзинe
CνH - константа Хамбиног k − ε модела.
Cν - константа стандардног k − ε модела.
m - маса флуида
t - време
aij - компоненте анизотропног дела тензора турбулентног напона
hij - компоненте Хамбиног тензора напона (Хамбини напони)
cij - компоненте анизотропног дела тензора турбулентног напона
модела k − ε diffuser
bij - компоненте тензора анизотропности
eij - компоненте тензора анизотропности дисипациjе
H - просечна хеликоидност
〈u〉 - просечни вектор брзине
Cτ - константа Хамбиног временског размера
h - Хамбин тензор напона
Ki - Хамбини коефициjенти турбулентне вискозности
〈uz〉sr - средња аксиjална брзина
SwS - jачина вихора
Грчке ознаке
σij - компоненте тензора напона услед вискозности
µ - динамичка вискозност
δij - компоненте jединичног тензора
〈σij〉 - просечна компонента тензора напона у флуиду
τij - компонента тензора турбулентног напона
τ - тензор турбулентног напона
Λ - Бусинесков коефициjент
ε - Бусинесков коефициjент просечне агитациjе
µt - динамичка турбулентна вискозност
µeff - ефективна динамичка вискозност
νik - компонента апроксимираног тензора турбулентне вискозности
νt - кинематичка турбулентна вискозност
ε - дисипациjа турбулентне кинетичке енергиjе
ε0 - размер дисипациjе ТКЕ турбулентне структуре
τij - компоненте тензора турбулентног напона
〈ωij〉 - компоненте просечне угаоне брзине флуидног делића
у непокретном координантом систему
τ - времeнски размер турбуленциjе
ω′ - флуктуираjући део вектора угаоне брзине флуидног
делића у непокретном координатном систему
νijkm - компонента тензора кинематичкe турбулентне вискозности
〈ω〉 - просечни вектор угаоне брзине
Ωsw - угаона брзина вихора
τH - Хамбин временски размер
νtH - Хамбина турбулентна вискозност
ω - турбулентна фреквенциjа
% - густина флуида
∆k - грешка моделирања турбулентне кинетичке енергиjе
νNLijkm - компонента тензора нелокалне кинематичкe турбулентне
вискозности
Акроними
RANS - Reynolds Аveraged Navier–Stokes
DNS - Direct Numerical Simulation
LEVM - Linear Eddy Viscosity Model
NLEVM - Nonlinear Eddy Viscosity Model
RSM - Full Reynolds Stress Model
ARSM - Algebraic Reynolds Stress Model
EARSM - Explicit Algebraic Reynolds Stress Model
AEVM - Anisotropic Eddy Viscosity Model
TKE - Turbulent Kinetic Energy
JКК - Jедначина Количине Кретања
Називи модела турбуленциjе
kEpsilon - стандардни k − ε модел
kOmegaSST - k − ω SST модел
LienCubicKE - Lien cubic k − ε модел
kEpsHam - Хамбин k − ε модел
kEpsDif - модел k − ε diffuser
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1 Увод
Трансформациjа кинетичке енергиjе флуида у део потенциjалне енергиjе
коjи се манифестуjе преко промене притиска има велики физички значаj и ши-
року техничку примену. Процес трансформациjе кинетичке енергиjе флуида у
наведени део потенциjалне енергиjе изводи се у дифузору. Дифузор jе дивер-
гентна струjна цев jедноставне геометриjе са комплексном физиком струjања.
Зависно од техничке примене, постоjе прави и закривљени дифузори различи-
тих облика попречног пресека. Висок ниво трансформациjе кинетичке енергиjе
се остваруjе применом правих конусних дифузора, због чега они имаjу значаjну
техничку примену. Да би процес трансформациjе кинетичке енергиjе био што
ефикасниjи, режим струjања у дифузорима мора бити турбулентан, при вели-
ким вредностима Реjнолдсовог броjа. У зависности од намене дифузора, турбу-
лентно струjање у њему може бити стишљиво или нестишљиво, безвихорно или
вихорно. Турбулентно струjање jе мистериозан природни феномен коjи заоку-
пља пажњу многих истраживача и коjи до данас ниjе у потпуности расветљен.
Вишедецениjски напори истраживача резултирали су поjавом мање или више
успешних модела турбуленциjе. Интензивни развоj рачунарске технике омо-
гућио jе значаjан прогрес у брзини извођења нумеричких операциjа. Сходно
томе интензивирана jе и примена нумеричких метода на решавање физичко-
математичких модела турбуленциjе.
Енергетске перформансе дифузора, коjе се испољаваjу у виду ефекта транс-
формациjе енергиjе и степена корисности, зависе од типа струjања и облика ди-
фузора. Поjава турбулентног вихорног струjања у дифузору значаjно утиче на
ефекат трансформациjе енергиjе и степен корисности дифузора. Овакво стру-
jање настаjе суперпонирањем струjања у обимском правцу (око осе дифузора)
и струjања у аксиjалном правцу (дуж осе дифузора). Присутност струjања у
обимском правцу - вихора значаjно мења струjну слику у односу на безвихорно
струjање, при чему перформансе дифузора зависе од интензитета вихора. Зави-
сност енергетских перформанси дифузора од утицаjа поjаве вихорног струjања
даjе додатни значаj истраживању вихорног струjања.
1
Истраживања вихорног струjања у цилиндричним цевима и правим ко-
нусним дифузорима су вршена на Машинском факултету у Београду током
више децениjа. Резултати тих истраживања су дати у радовима Бенишек
[1], Čantrak [2], Vukašinović [3], Лечић [4], Ћоћић [5], Чантрак [6], Ћоћић [7],
Илић [8]. Са инжењерске тачке гледишта, од интереса jе ефикасно постизање
оптималног облика дифузора, коjи за предвиђени режим струjања остваруjе
врхунске енергетске перформансе. Одређивање оптималног облика дифузора,
захтева тачне информациjе о струjноj слици у дифузору датог облика. Дакле,
проблем енергетске оптимизациjе облика дифузора се тако своди на проблем
моделирања турбулентног струjања у дифузору. Истраживања у овом докто-
рату обухватаjу моделирање и нумеричке прорачуне безвихорног и вихорног
нестишљивог струjања у правим конусним дифузорима, с циљем да се оствари
допринос у погледу тачниjег прорачуна струjне слике у правим конусним ди-
фузорима.
1.1 Настанак и развоj правих конусних
дифузора
Прве дивергентне струjне цеви налик данашњим дифузорима примењиване
су за израду примитивних сигналних дувачких инструмената 1500 п.н.е.
Постепено низструjно повећање попречног пресека цеви jе тада коришћено
искључиво у акустичке сврхе, за добиjање ниских тонова великог интензитета.
Тек краjем 18. века Venturi jе уочио да такав облик струjне цеви производи
Слика 1.1: Ловачки рог као пример примене акустичких ефеката у дифузору,
https://etc.usf.edu/clipart/14200/14255/hunt-horn_14255.htm.
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ефекат убрзаног пражњења резервоара са водом и то jе обjавио у свом
истраживању 1797. године [9]. Део оригиналних скица из овог Вентуриjевог
истраживања jе приказан на Сл.1.2. Venturi jе у своjим експериментима
мерио уздужну расподелу притиска у конвергентно-дивергентноj струjноj цеви
применом пиезометарских цеви. При томе jе уочио поjаву потпритиска у уском
грлу конвергентно-дивергентне струjне цеви.
Слика 1.2: Оригинални цртежи Вентуриjевих експеримената [9].
Тredgold jе 1862. године сумирао Вентуриjеве експерименте и описао jе
квантитативне ефекте примене конвергентне, дивергентне и цилиндричне цеви
на ефекте пражњења резервоара са водом [10].
Слика 1.3: Прави конусни дифузор коjи jе испитивао Francis [11].
Након ових почетних струjно-техничких примена дифузора уочене су и мо-
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гућности њихове примене на повећање степена корисности струjних машина.
Francis jе 1868. године теориjски и експериментално истраживао хидрауличке
поjаве у правом конусном дифузору. Геометриjа дифузора коjи jе испитивао
Francis приказана jе на Сл.1.3.
Слика 1.4: Дифузорски ефекат у заколу TREMONT турбине [11].
Францисово истраживање из 1868. године jе поред правог конусног дифузора
обухватило и хидрауличку анализу TREMONT хидруаличне турбине коjа у
свом заколу користи дифузорски ефекат. На Сл.1.4 се може видети дифузорско
заколо TREMONT турбине, коjе заjедно са радним колом формира проточни
тракт турбине. Геометриjа проточног тракта ове турбине има конвергентни
улазни део слично геометриjи конусног дифузора приказаног на Сл.1.3. По-
четна Францисова истраживања представљала су основу за развоj савремених
реакциjских турбина. Францисов дугогодишњи рад jе резултирао развоjем и
конструкциjом веома ефикасне реакциjске турбине са сложеном геометриjом
радног кола, коjа jе у његову част названа Францисова турбина. Ова турбина
има изузетно висок степен корисности и има значаjно учешђе у укупноj
светскоj производњи електричне енергиjе. Анализа геометриjе и поступак
проjектовања радног кола Францисове турбине помоћу рачунара изложен jе,
између осталог, и у раду Novković [12].
Након горе наведених почетних истраживања, прави конусни дифузори су
истраживани применом напредниjих метода, помоћу коjих jе уочено да ови
дифузори имаjу супериорниjе енергетске перформансе у односу на закривљене
дифузоре некружног попречног пресека. Због изврсних енергетских перфор-
манси прави конусни дифузори имаjу широку струjно-техничку примену.
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1.2 Значаj и применa правих конусних
дифузора
У многим случаjевима струjања флуида у техници постоjе значаjни губици
услед недовољног искоришћавања кинетичке енергиjе флуида. Неопходност
струjања флуида да би се обавио неки користан технички рад има за после-
дицу неискоришћавање дела кинетичке енергиjе флуида. У неким техничким
процесима ниво неискоришћене кинетичке енергиjе значаjно смањуjе степен ко-
рисности целог процеса. Спознаjом овог феномена настала jе потреба за изнала-
жењем могућности његовог превазилажења. Примена дифузора jе омогућила
да се неискоришћена кинетичка енергиjа у неким техничким процесима зна-
чаjно смањи. Дифузори се конструишу са идеjом да се у њима неискоришћена
кинетичка енергиjа флуида трансформише у део потенциjалне енергиjе коjи
jе употребљив у датом техничком процесу. Степен трансформациjе енергиjе у
дифузору описуjе се коефициjентом притиска дифузора.
Наjвећи степен трансформациjе енергиjе имаjу прави конусни дифузори,
али њихова примена ниjе увек могућа, због чега се у техничким процесима
често користе и закривљени дифузори некружног попречног пресека. На при-
мер, иза радног кола хидрауличне турбине jе, енергетски гледано, наjповољниjе
применити прави конусни дифузор. Међутим, примена правог конусног дифу-
зора иза радног кола хидрауличне турбине jе често ограничена расположивим
вертикалним простором. Због тога се прибегава савиjању и модификациjи по-
пречног пресека дифузора, како би се он сместио у расположиви вертикални
простор иза радног кола турбине. Примена правих конусних дифузора у бр-
зоходним цевним турбинама углавном нема просторних ограничења, jер се код
ових турбина дифузор поставља хоризонтално иза радног кола турбине.
У прибранска хидроенергетска построjења уграђуjу се цевне турбине вели-
ких снага, због чега оне имаjу значаjну процентуалну заступљеност у укупноj
светскоj производњи електричне енергиjе. На Сл.1.5 су илустративно приказане
димензиjе jедне такве цевне турбине у односу на димензиjе човека. Мала про-
центуална повећања степена корисности оваквих цевних турбина даjу значаjан
пораст количине произведене електричне енергиjе. Ефикасност правог кону-
сног дифузора се директно одражава на степен корисности турбине, стога jе од
интереса применити такав прави конусни дифузор са коjим се постиже наjвећа
снага турбине. Наjзначаjниjи утицаj на излазну снагу турбине имаjу централни
угао ширења и дужина правог конусног дифузора. Са порастом ове две геоме-
триjске карактеристике правог конусног дифузора, струjање у дифузору се
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Слика 1.5: Прави конусни дифузор цевне турбине HPP Iffezheim у Немачкоj,
https://www.andritz.com/hydro-en/hydronews/hydro-news-29/hy-news-hn29
-13-bulb-turbines-hydro.
додатно компликуjе услед поjаве одваjања граничног слоjа од зидова дифу-
зора. Тада долази дo поjаве локалног успоравања струjе флуида у граничном
слоjу и локалног убрзавања струjе изван граничног слоjа. Ова поjава повећава
неравномерност расподеле брзине у излазном пресеку дифузора и доводи до
смањења ефекта трансформациjе енергиjе у њему. У случаjу вихорног стру-
jања, зависно од jачине вихора, смањуjе се могућност одваjања граничног слоjа
од зидова дифузора, услед израженог деjства центрифугалних запреминских
сила у граничном слоjу.
Уколико jе вихор сувише jак, онда перформансе дифузора опадаjу, због
пораста кинетичке енергиjе на излазу из дифузора. Наиме, jак вихор има зна-
чаjну обимску компоненту брзине коjа значаjно повећава кинетичку енергиjу у
излазном попречном пресеку дифузора, што jе енергетски неповољно. Поред
тога, при интензивном вихорном струjању, повећава се дисипациjа кинетичке
енергиjе. Висок ниво трансформациjе енергиjе се остваруjе у правом конусном
дифузору са малим централним углом ширења (око 8◦), уз присуство вихорног
струjања са умереном jачином вихора. Проjектанти цевних хидрауличних тур-
бина теже примени оваквог типа дифузора, у оноj мери у коjоj то дозвољаваjу
остали проjектни услови. Уколико се примени овакав тип дифузора, онда jе
у оптималном радном режиму цевне турбине ниво неискоришћене кинетичке
енергиjе флуида на излазу из хидропостроjења минималан. Изван оптималног
радног режима построjења расте ниво несикоришћене кинетичке енергиjе флу-
ида услед промене интензитета вихора генерисаног иза радног кола турбине.
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1.3 Преглед релевантних постоjећих
истраживања
У правом конусном дифузору се постиже висок ниво трансформациjе ки-
нетичке у притисну енергиjу флуида, због чега jе оваj тип дифузора постао
неизоставан део савремених цевних турбина. Поред цевних турбина, струjно-
технички и акустички ефекти правог конусног дифузора налазе примену код
мотора са унутрашњим сагоревањем, у процесноj и мерно-регулационоj опреми,
у музичким инструментима итд. Због значаjне техничке примене и комплек-
сности струjања, прави конусни дифузори су привукли пажњу многих истра-
живача. Постоjећа истраживања струjања у правим конусним дифузорима се
могу грубо поделити на 3 групе:
• Tеориjска и експериментална истраживања у почетним фазама развоjа
и примене ових дифузора. Ова истраживања су вршена током прва три
квартала 20. века.
• Моделирање и нумерички прорачуни струjања у дифузорима и њихова ва-
лидациjа експерименталним истраживањима струjног поља помоћу сонди
са великим брзинама одзива. Ова истраживања су интензивно вршена
током последњег квартала 20. века.
• Примена напредних нумеричких прорачуна турбулентног струjног поља у
дифузорима употребом савремене рачунарске технике, и њихова валида-
циjа ласерским методама мерења физичких величина струjног поља. Ова
истраживања се интензивно врше од почетка 21. века.
У почетним фазама развоjа и примене дифузора, истрaживачке анализе су се,
у складу са могућностима расположиве мерне опреме, сводиле на мерења про-
фила брзина, расподеле притиска и на испитивање енергетских карактеристика
односно перформанси дифузора.
1.3.1 Tеoриjска и експериментална истраживања
Постоjи широк спектар основних теориjских и експерименталних анализа
перформанси правих конусних дифузора. Из ових основних анализа се могу
издвоjити радови: Gibson [13], Warner [14], Lyon [15], Cockrell and Markland
[16], Petters [17], Patterson [18], Gourzhienko [19] и Squire [20].
Низструjно успоравање струjе у дифузору поспешуjе стварање услова за по-
jаву позитивног градиjента притиска у близини зидова дифузора. Због тога,
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код дужих конусних дифузора са већим угловима ширења, долази до поjаве
интензивног одваjања граничног слоjа. Пеформансе правих конусних дифу-
зора зависе од дебљине граничног слоjа и физике струjања у граничном слоjу.
Ross and Robertson [21] су изложили емпириjску методу прорачуна низструjног
пораста дебљине губитка импулса (енгл. momentum thickness) турбулентног
граничног слоjа са позитивним низструjним градиjентом притиска, коjа се уз
одређену модификациjу може применити и на гранични слоj у правим конусним
дифузорима. Та модификациjа се односи на примену нормализоване дебљине
губитка импулса. Нормализовање се врши дељењем дебљине губитка импулса
локалним полупречником дифузора.
Утицаj услова струjања у граничном слоjу на улазу у прави конусни дифузор
на ефекте трансформациjе енергиjе су истраживали Winternitz and Ramsay [22].
Они су показали да коефициjент притиска и степен корисности дифузора зависе
од нормализоване дебљине губитка импулса у улазном пресеку дифузора, без
обзира на улазну расподелу брзине при безвихорном струjању.
Robertson and Fraser [23] су истраживали промену дебљине граничног слоjа
при турбулентном безвихорном струjању, и услове под коjима долази до поjаве
одваjања граничног слоjа у правим конусним дифузорима. Они су струjно поље
у дифузору поделили на спољашњу зону граничног слоjа, чиjа се дебљина низ-
струjно повећава, и унутрашње jезгро са приближно потенциjалним струjањем,
чиjи се пречник низструjно смањуjе на рачун пораста дебљине граничног слоjа.
Ово истраживање даjе приказ утицаjа Реjнолдсовог броjа рачунатог за иници-
jалну дебљину губитка импулса и параметра растоjања (рачунатог од улазног
пресека у дифузор, у коме владаjу инициjални струjни параметри) на поjаву
одваjања граничног слоjа у дифузору. Овде jе такође показано да се Реjнолд-
сов броj на улазу у дифузор може изразити као производ реципрочне вредно-
сти инициjалне нормализоване дебљине губитка импулса и двоструке вредности
Реjнолдсовог броjа рачунатог за инициjалну дебљину губитка импулса.
У раду Cockrell and Markland [24] jе дат израз за приближно одређивање
расподеле брзине у излазном пресеку правог конусног дифузора при безвихор-
ном струjању са одваjaњем граничног слоjа. Експериментално истраживање
перформанси правих конусних дифузора различитих централних углова ши-
рења, при безвихорном струjању воде, извели су McDonald and Fox [25]. У овом
истраживању су коришћени провидни пластични дифузори, што jе омогућило
примену jедноставних метода за визуелизациjу струjница и детекциjу поjаве
одваjања граничног слоjа. Ово истраживање jе резултирало добиjањем опсе-
жне базе диjаграма и номограма, коjи даjу одличан преглед перформанси ширег
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спектра правих конусних дифузора, при условима безвихорног струjања нести-
шљивог флуида и одваjања граничног слоjа.
Истраживање утицаjа вихорног струjања на перформансе правих конусних
дифузора различитих углова ширења су извели такође McDonald and Fox [26].
У овом истраживању jе, између осталог, дато и упоређивање коефициjента при-
тиска при безвихорном и вихорном струjању, са идеалним коефициjентом при-
тиска правог конусног дифузора. При томе jе показано да умерени вихор пове-
ћава коефициjент притиска дифузора. За одређене вредности jачине вихора и
геометриjских параметара дифузора, у овом истраживању су добиjене вредно-
сти коефициjента притиска коjе су врло близу идеалних вредности.
Паралелно са развоjем мерних сонди са загреjаним влакнима настаjу и прва
мерења турбулентног струjног поља у дифузорима са високом фреквенциjом
аквизициjе. Током последњег квартала 20. века неки истраживачи су мерили
статистичке параметре у струjном пољу дифузора. У овом периоду су изме-
рене и прве вредности Реjнолдсових напона у правом конусном дифузору. Та
мерења представљаjу значаjан напредак у односу на претходна мерења струj-
ног поља помоћу Пито-Прантлових сонди и пиезометарских манометара. Опсе-
жна мерења у безвихорном струjном пољу правог конусног дифузора, централ-
ног угла ширења 8◦, применом мерне сонде са загреjаним влакнима jе урадио
Okwoubi [27]. Дискусиjа резултата oвог мерења jе изложена у раду Okwoubi
and Azad [28]. Мерења статистичких параметара турбуленциjе на овом дифу-
зору су у своjим тезама радили: Lipka [29], Krueger [30], Hummel [31], Arora [32],
Aulakh [33], Singh [34] и Derksen [35]. Сажет преглед резултата тридесeтогоди-
шњег експерименталног истраживања струjања у овом дифузору изложиo je
Azad [36].
Senno et al. [37] су истраживали утицаj jачине вихора на процес трансфор-
мациjе енергиjе у правим конусним дифузорима. При томе су утврдили да
се наjвећа вредност коефициjента притиска остваруjе у правом конусном дифу-
зору централног угла ширења 8◦ уз присуство вихора умерене jачине. Nakamura
et al. [38] су истраживали енергетске перформансе правих конусних дифузора
у условима асиметричног улазног профила брзине. На излазном попречном
пресеку ових дифузора су током експеримената монтиране цилиндричне цеви
(енгл. tailpipe). При томе су изведени извесни закључци о утицаjу асиметриjе
улазног струjања и геометриjских параметара дифузора на процес трансфор-
мациjе енергиjе у дифузору.
Мерења развитка турбулентног граничног слоjа у условима вихорног стру-
jања, у дифузору централног угла ширења 20◦ извели су Clausen et al. [39].
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Табеларне вредности величина коjе су том приликом измерене су доступне у
ERCOFTAC бази података и користе се за валидациjу нумеричких прорачуна
вихорног струjања у правoм конуснoм дифузору. Karunakaran and Gansen [40]
су измерили профиле брзине и коефициjент притиска у правом консусном ди-
фузору са централним углом ширења 5◦ применом сонде са лоптастим врхом и
пет рупица.
Прогресивни развоj рачунарске технике почетком 21. века резултирао jе по-
jавом моћних кластерa, коjи због високе цене и ограничене дистрибуциjе jош
увек нису доступни мањим истраживачким институциjама. Примена оваквих
рачунара jе омогућила да се турбулентна струjaња у правим конусним дифу-
зорима решаваjу применом директне нумеричке симулациjе DNS (енгл. Direct
Numerical Simulation) Навиjе-Стоксових jедачина. Lee and Sung [41] су приме-
нили методу директне нумеричке симулациjе на безвихорно струjање у истом
дифузору на коме jе експериментална истраживања спровео Okwoubi [27]. DNS
резултати су приближно исте тачности као и експериментална истраживања.
Због тога се резултати коjе су добили Lee and Sung могу примењивати за вали-
дациjу нумеричких прорачуна, равноправно са експерименталним резултатима
коjе jе добио Okwoubi [27].
Ласерске методе мерења параметара струjног поља се интензивниjе користе
од почетка 21. века. Илић [8] jе применом ласер доплер анемометриjе (LDA)
мерио временски осредњено поље брзине при турбулентном вихорном струjању
у правим конусним дифузорима различитих углова ширења. Eкспериментални
резултати коjи су проистекли из горе наведених истраживања чине опширну
базу података, коjа се може употребити за валидациjу нумеричких прорачуна
турбулентног безвихорног и вихорног струjања у правим конусним дифузорима.
1.3.2 Моделирање и нумерички прорачуни струjања
Турбулентно струjање у правим конусним дифузорима, као и већину тур-
булентних струjања у природи карактерише анизотропно стање турбулентних
напона. Степен анизотропиjе турбулентних напона зависи од типа и класе
анализираног струjања. Уколико се турбулентна струjања са анизотропним
стањем турбулентних напона моделираjу применом линеарних модела турбу-
ленциjе LEVM (енгл. Linear Еddy-Viscosity Models), онда сe у већини случаjева
добиjаjу значаjне грешке моделирања. Линеарно моделирање турбулентних на-
пона заснива се на Бусинесковоj хипотези [42] и примени скаларне турбулентне
вискозности. Примена скаларне турбулентне вискозности захтева поклапање
главних праваца тензора турбулентних напона и тензора просечних брзина де-
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формисања. Уколико се ови правци не поклапаjу, онда се множењем главних
вредности просечних брзина деформисања са турбулентном вискозности доби-
jаjу тачне вредности главних турбулентних напона ако и само ако су тензори
турбулентних напона и просечних брзина деформисања изотропни. Ова чи-
њеница jе главни разлог због кога линеарни модели турбуленциjе даjу добре
резултате само при турбулентном струjању са изотропним стањем турбулент-
них напона. Уколико jе при турбулентом струjању стање турбулентних напона
анизотропно онда се применом линеарних модела турбуленциjе добиjаjу слаби
резултати у предвиђању струjног поља. Низ постоjећих истраживања модели-
рања и нумеричких прорачуна струjања у правим конусним дифузорима по-
тврђуjе ову чињеницу. Део тих истраживања je овде изложен.
Yongsen et al. [43] су применом линеарног k−ε модела турбуленциjе [44] ура-
дили нумерички прорачун турбулентног безвихорног струjања у правом кону-
сном дифузору. Централни угао ширења дифузора коjи су анализирали износи
8◦, однос површина улазног и излазног пресека 4:1 и пречник на улазу 101,6
mm. Они су добили извесна одступања између нумеричког и експерименталног
поља брзине у граничном слоjу и централноj зони дифузора. Слична одсту-
пања између нумеричког и експерименталног поља брзине на истом дифузору,
применом линеарног k−ε модела су добили Novković et al. [45]. Они су на овом
дифузору упоредили и нумеричке прорачуне применом софтвера OpenFOAM и
Ansys CFX, при чему су постигли добро слагање добиjених резултата. У оба на-
ведена случаjа анализирано jе безвихорно струjање у Азадовом дифузору коjи
jе експериментално истраживан од стране низа истраживача са Машинског фа-
култета Универзитeта у Манитоби.
Zhu and Shih [46] су на безвихорно струjање у овом дифузору применили
сопствени нелинеарни k − ε модел турбуленциje коjи се заснива на нелинеар-
ном моделирању турбулентних напона и претпоставци о изотропноj турбулент-
ноj вискозности (енгл. Nonlinear Еddy-Viscosity Model) NLEVM. Zhu and Shih
су постигли значаjно боље слагање нумеричких и експериментално добиjених
резултата у граничном слоjу и jезгру дифузора. Како нелинеарни модели тур-
буленциjе адекватниjе описуjу анизотропиjу турбулентних напона, то наведени
прорачуни потврђуjу извесно присуство анизотропиjе турбулентних напона у
граничном слоjу и jезгру анализираног дифузора.
Armfield and Fletcher [47] су такође анализирани недостатке примене стан-
дардног (линеарног) k − ε модела на прорачун струjања у правим конусним
дифузорима. Они су упоредили резултате добиjене применом стандардног k−ε
модела и алгебарског напонског модела ARSM (енгл. Algebraic Stress Model).
11
Алгебарски напонски модел коjи су користили Armfield and Fletcher заснива
се на концепту физичке апроксимациjе диференциjалних чланова пуног напон-
ског модела. Ову апроксимациjу jе предложио Rodi [48]. Armfield and Fletcher
су за експерименталну валидациjу добиjених нумеричких разултата користили
тестни пример вихорног струjања у дифузору коjи су формирали Clausen et
al. [39] и тестни пример безвихорног струjања у дифузору коjи су формирали
Azad and Okwoubi [28]. При томе су закључили да линеарни k − ε модел даjе
слабе резултате при вихорном струjању. Слабе резулате применом стандард-
ног k − ε модела на истом тестном примеру су добили и Novković et al. [49].
Алгебарски модел коjи су Armfield and Fletcher применили на тестни пример
безвихорног струjања jе дао боље резултате у предвиђању поља брзине, а сла-
биjе резултате у предвиђању поља турбулентних напона. Jош слабиjе резул-
тате у предвиђању турбулентних напона на истом тестном примеру су добили
Novković et al. [50] применом стандардног k − ε модела турбуленциjе.
На основу ових анализа може да се закључи да jе при моделирању овог
струjања лакше предвидети временски осредњено поље брзине него временски
осредњено поље турбулентних напона. Поред тога, интересантна jе чињеница
да jе постигнуто добро предвиђање брзинског поља, иако jе предвиђање поља
турбулентних напона слабо. Ово наводи на закључак да у Реjнолдсовим jедна-
чинама промене количине кретања поред турбулентних напона постоjи и зна-
чаjан уицаj осталих динамичких ефеката на динамику овог струjања. Тачност
нумеричког прорачуна поља брзине има круциjалан значаj у предвиђању енер-
гетских перформанси дифузора, те jе стога повољно што jе процес моделирања
струjања у дифузорима тачниjи у погледу предвиђања поља брзине.
Недостатак примене линеарних RANS модела на струjање са анизотропним
стањем турбулентних напона jе изложио Pope [51]. Pope jе поставку линеар-
них RANS модела турбуленциjе тестирао на прорачуну хомогеног смицаjног
турбулентног струjања, коjе су применом специjалне струjно-техничке опреме
формирали Campagne et al. [52]. Pope jе при томе анализирао карактеристике
девиjаторског дела тензора турбулентних напона моделирaног применом лине-
арних и нелинеарних метода. У овом теориjском истраживању jе изложен и
развоj девиjаторског дела тензора турбулентног напона, односно тензора ани-
зотропности у полином кинематичких тензора са непознатим скаларним ко-
ефициjентима. Изложени развоj представља уопштење нелинеарних модела
турбуленциjе.
Bounous [53] je урадио нумеричке прорачуне вихорног струjања у правим
конусним дифузорима коjе су експериментално истраживали Clausen et al. [39].
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Bonous jе користио линеарне двоjедначинске моделе k − ε и k − ω и истра-
живао jе утицаj избора солвера на брзину конвергенциjе и тачност добиjеног
решења. При томе jе закључио да избор солвера, односно методе за решавање
формираног система линеарних jедначина, значаjно утиче на брзину конверген-
циjе решења, а незнатно на тачност добиjеног решења. Одступања нумеричких
од експерименталних резултата коjа jе добио Bounous применом OpenFOAM
софтвера су слична одступањима коjа су на истом тестном примеру добили
Novković et al. [49] применом софтвера Ansys CFX. Како су Bounous [53] and
Novković et al. [49] користили линеарне двоjедначинске моделе турбуленциjе
може да се закључи да jе главни разлог поjаве одступања између нумеричких и
експерименталних резултата присуство значаjних грешака моделирања, jер су
применом различитих мрежа, различитих солвера, различитих софтвера, али
истих модела турбуленциjе добиjена слична одступања. У обе наведене анализе
добиjена су већа одступања низструjно у другоj половини струjног поља дифу-
зора. У овоj зони струjног поља jе нестационарност струjања изражена у већем
степену. Како су Bounous и Novković et al. нумеричке прорачуне извели под
претпоставком стационарног струjања, то примењена претпоствака о стацио-
нарности струjања може бити jедан од разлога поjаве слабиjих резултата у овоj
зони струjања. Нумерички прорачуни коjе су урадили Bonous [53] и Novković
et al. [49] потврђуjу недостатке примене линеарних модела турбуленциjе на ви-
хорно струjање.
Проблем ефикасног моделирања турбуленциjе RANS приступом потиче
од немогућности затварања система парциjалних диференциjалних jедна-
чина транспорта турбулентних напона што jе, између осталог, изложио и
Novković [54]. Због тога се прибегава увођењу физичких апроксимациjа у поjе-
диним члановима ових jедначина, како би се постављени систем затворио [7].
Дакле, проблем анизотропности турбулентних напона се RANS приступом не
може егзактно решити, већ се моделирањем добиjаjу приближна решења. Ако
се увођење физичких претпоставки у поjедине чланове система транспортних
jедначина за турбулентне напоне изврши тако да се добиjе упрошћен (али затво-
рен) систем парциjалних диференциjалних jедначина, онда такав систем чини
математичку поставку пуног напонског модела турбуленциjе RSM (енгл. Full
Reynolds Stress Model). Зависно од физике уведених претпоставки добиjаjу се
различите верзиjе пуног напонског модела турбуленциjе. Са теориjске тачке
гледишта, пуни напонски модели имаjу наjвећи потенциjал у погледу тачности
моделирања анизотропиjе турбулентних напона.
Нумеричке прорачуне струjања у правим конусним дифузорима применом
13
пет различитих модела турбуленциjе и коришћењем софтвера Ansys FLUENT
су урадили Dhiman et al. [55]. Они су на тестном примеру безвихорног стру-
jања [36] и тестном примеру вихорног струjања [39] тестирали четири линеарна
двоjедначинска модела и пуни напонски модел турбуленциjе чиjе податке нису
навели у раду. При томе нису користили ниjедан нелинеарни модел. На тестном
примеру безвихорног струjања урадили су само нумерички прорачун коефици-
jента притиска, док су тестни пример вихорног струjања детаљниjе анализи-
рали. На тестном примеру вихорног струjања постигли су боље резултате у
предвиђању поља брзине и кофициjента притиска, а слабиjе резултате у пред-
виђању поља турбулентних напона. Добре резултате у предвиђању аксиjалног
профила брзине су постигли применом пуног напонског модела. Наjбоље резул-
тате у предвиђању поља турбулентних напона нису постигли применом пуног
напонског модела, већ применом стандардног k − ε модела.
Примена пуних напонских модела турбуленциjе захтева нумеричко реша-
вање система парциjалних диференциjалних jедначина за напоне, што значаjно
усложњава математички модел динамике струjања, и често доводи до проблема
са конвергенциjом решења [56]. Анализа коjу су извели Dhiman et al. [55] потвр-
ђуjе ову чињеницу. Поред тога, не треба заборавити ни чињеницу да jедначине
пуног напонског модела нису егзактне, већ су емпириjске засноване на увођењу
одређених упрошћења. Novković et al. [50] су за предвиђање турбулентних на-
пона на тестном примеру безвихорног струjања у правом конусном дифузору
применили LRR (Launder-Reece-Rodi) пуни напонски модел. Овде су такође до-
биjена значаjна одступања између нумеричких и експерименталних вредности
поља турбулентних напона. У погледу предвиђања турбулентних напона стан-
дардни k − ε модел jе дао боље резултате од пуног напонског модела и у овоj
анализи. Novković et al. [50] су у овом раду уочили да постоjи значаjан утицаj
вредности ТКЕ на степен анизотропности турбулентних напона моделираних
применом Бусинескове хипотезе. Тубулентна кинетичка енергиjа достиже мак-
сималне вредности на ивици спољашње зоне граничног слоjа [41]. Novković et
al. [50] су постигли наjбоље слагање нумеричких и експериментaлних резултата
поља брзине управо у овоj зони струjног поља.
Применом поступка директне нумеричке симулациjе Навиjе-Стоксових jед-
начина добиjаjу се наjтачниjи нумерички прорачуни турбулентног струjног
тока. Међутим, примена овoг поступка захтева анагажовање рачунарских ре-
сурса коjи многоструко превазилазе ресурсе садашњих персоналних рачунара,
чак и када се симулира турбулентно струjање у веома малом струjном домену и
са малим вредностима Реjнолдсовог броjа. Директне нумеричке симулациjе без-
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вихорног струjања у правим конусним дифузорима централних углова ширења
2◦,4◦ и 8◦ су урадили Lee et al. [41]. Они су прорачуне применом DNS урадили
на мрежи од 55600545 чворних тачака у распону Реjнолдсовог броjа од 7500
до 15000. При томе су формирали базу података коjа се може искористити
за валидациjу нумеричких порорачуна добиjених моделирањем турбулентног
стуjања.
Schoenmaker [57] jе урадио нумерички прорачун на тестном примеру без-
вихорног струjања у правом конусном дифузору централног угла ширења 8◦
применом софтвера Ansys FLUENT. Schoenmaker jе нумеричке прорачуне из-
вео применом линеарног k − ε, линеарног k − ω [58] и RSM модела турбулен-
циjе, и добиjене разултате jе упоредио са DNS резултатима коjе су добили Lee
et al [41]. Овде су наjбољи резултати у предвиђању осредњеног поља брзине
постигнути применом k−ω модела турбуленциjе, док су применом RSM и k− ε
модела добиjени готово идентични резултати. Наведеном анализом jе jош jед-
ном показано да пуни напонски модел не остваруjе очекивано бољи резултат
у односу на k − ε модел турбуленциjе. У погледу предвиђања турбулентних
напона низструjно од улазног пресека добиjени су бољи резултати од резултата
коjе су добили Novković et al. [50]. Треба истаћи да jе Schoenmaker анализирао
струjање при Реjнолдсовом броjу коjи jе десетоструко мањи од Реjнолдсовог
броjа струjања коjе су анализаирали Novković et al. [50]. У обе ове анализе jе
добиjено добро слагање напона у близини зида и у близини осе дифузора, а
слабиjе на средини распона између осе и зида дифузора. Schoenmaker jе пока-
зао да се применом k − ε модела низструjно повећава одступање турбулентних
напона, док jе оваj феномен мање изражен код k−ω модела турбуленциjе. Пуни
напонски модел jе и у овоj анализи дао слабиjе предвиђање турбулентних на-
пона од двоjедначинског k − ω модела. Schoenmaker ниjе физички анализирао
утицаjе поjединих турбулентних напона на структуру и анизотропиjу тензора
турбулентних напона.
На основу горе изложених истраживања може да се закључи да примена ли-
неарних RANS модела турбуленциjе на струjања са анизотропним стањем тур-
булентних напона даjе слабе резултате. Иако пуни напонски модели, теориjски
гледано, имаjу значаjан потенциjал у предвиђању анизотропиjе турбулентних
напона, њиховом применом се често добиjаjу резултати слабиjи од очекиваних.
У већини изложених истраживања као разлог слабих резултата пуног напонског
модела се углавном наводи сложен диференциjални облик jедначина за напоне.
У покушаjу да се превазиђе наведени недостатак пуних напонских модела уво-
ђене су одређене физичке апроксимациjе како би се избегао диференциjални
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облик jедначина пуног напонског модела. Тако су полазећи од пуних напон-
ских модела настали алгебарски напонски модели турбуленциjе АRSM (енгл.
Algebraic Reynolds Stress Models), код коjих jедначине за турбулентне напоне
немаjу диференциjални већ алгебарски облик. Wolfgang Rodi се сматра пиони-
ром развоjа алгебарских модела турбуленциjе [48].
Са друге стране линеaрни модели турбуленциjе, с обзиром на претпоставку
о изотропноj турбулентноj вискозности даjу прилично добре резултате у одре-
ђеним класама турбулентних струjања. Извесни броj истраживача jе стога на-
доградњом линеaрних модела покушавао ублажити проблем непоклапања глав-
них праваца тензора турбулентног напона и главних праваца тензора просечних
брзина деформисања. Надоградња линеарних модела турбуленциjе je вршена
и са циљем да се ублажи прекомерна продукциjа турбулентне кинетичке енер-
гиjе [59]. Тако су увођењем одређених хипотеза линеарне констутивне релациjе
за турбулентне напоне проширене додавањем нелинеарних чланова [60, 51]. По-
лазну основу за овакав приступ jе чинила аналогиja између напонског стања
вискоеластичних флуида и напонског стања турбуленциjе [61] и теориjа при-
мене тензорских полинома у механици континуума [62]. Ова методологиjа чини
основу развоjа нелинеарних модела турбуленциjе заснованих на примени тур-
булентне вискозности - NLEVM. John Lumley и Stephen Pope се сматраjу пио-
нирима развоjа ових модела турбуленциjе [63]. Дакле, може се закључити да
су се током низа година истраживања развиле две значаjне тенденциjе у мо-
делирању турбуленциjе RANS приступом. Прва, коjу jе поставио Rodi, односи
се на упрошћавање диференциjалних пуних напонских модела, и друга, коjу су
поставили Lumley and Pope, подразумева надоградњу линеарних модела турбу-
ленциjе додавањем нелинеарних чланова. Резултат прве тенденциjе у развоjу
RANS модела су АRSМ модели турбуленциjе, а резултат друге тендециjе су
NLEVM модели турбуленциjе [64].
Под именом АRSМ модели турбуленциjе се подразумеваjу имлицитни алге-
барски напонски модели турбуленциjе, код коjих су турбулентни напони импли-
цитно задани кроз систем алгебарских jедначина. За разлику од ових модела,
код NLEVM модела турбуленциjе турбулентни напони су задани експлицитно,
због чега се не захтева решавање система алгебарских jедначина по непозна-
тим турбулентним напонима. Овакав приступ значаjно смањуjе ангажовање
рачунарских ресурса при нумеричким прорачунима и побољшава нумеричку
стабилност.
Поред имлицитних напонских модела развиjени су и експлицитни напонски
модели EARSM, (енгл. Explicit Аlgebraic Reynolds Stress Models). Ови модели
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су слични NLEVM моделима, jер су турбуленти напони и код ових модела ек-
сплицитно изражени. У погледу екплицитности и начина примене, EARSM
модели и NLEVM модели су веома слични, али ипак између њих постоjи зна-
чаjна концепциjска разлика. Наиме, као што jе већ наведено, NLEVM модели се
засниваjу на аналогиjи између вискоеластичних и турбулентних напона, док се
EARSM модели засниваjу на упрошћавању диференциjалних jедначина пуног
напонског модела. Због тога у EARSM моделима постоjи рефлексиjа структуре
продукционог и редистрибутивног члана из пуног напонског модела, коjа зна-
чаjно доприноси моделирању струjања са анизотропним стањем турбулентних
напона [65].
ЕARSM моделе je развиjао и тестирао известан броj истраживача. При томе
су формирана два концепта у погледу двоjедначинског моделирања скаларних
коефициjената ових модела. Први концепт се заснива на k − ε приступу и на-
лази ширу примену код унутрашњих струjања, док се други концепт заснива на
k−ω приступу и налази ширу примену код спољашњег опструjавања обjеката.
Из истраживања према првом концепту се могу издвоjити публикациjе: Gatski
and Speziale [66], Xu and Speziale [67] и Jongen et al. [68]. Из постоjећих ис-
траживања према другом концепту се могу издвоjити публикациjе: Wallin [69],
Wallin and Johansson [70], Hellsten [71] и Menter et al. [72]. Mehdizadeh et al. [73]
су тестирали моделе ЕARSM коjе су развили Wallin and Johansson [70] и Menter
et al. [72] на тестним примерима унутрашњих струjања. Они су, између осталог,
користили тестни пример асиметричног раванског дифузора у коме jе измерено
поље брзине и коефициjент притиска [74, 75]. При томе су ЕARSM модели дали
значаjно боље предвиђање коефициjента притиска од линеарног k − ε модела.
Због тога што су имлицитно задани, ARSM модели пате од могуће лоше
условљености система линеарних jедначина, што може довести до слабе кон-
вергенциjе или чак до постоjања више решења [76]. Поред тога, ови модели
су изведени на претпоставци о хомогеноj турбуленциjи, док се у пракси често
примењуjу на нехомогену турбуленциjу [76]. Због наведених недостатака импли-
цитних напонских модела, у широj примени су се углавном задржали EARSM
и NLEVM модели турбуленциjе. NLEVM моделе су развиjали многи истражи-
вачи. Nisizima and Yoshizawa [77] су развили NLEVM k− ε модел турбуленциjе,
тако што су анизотропни део тензора Реjнолдсовог напона моделирали при-
меном статистичке теориjе апрокисмациjе директне интеракциjе турбулентних
структура (енгл. DIA-Theory). Ову теориjу jе развио aмерички теориjски физи-
чар Robert Kraichnan 1959. године. Nisizima и Yoshizawa [77] су развиjени модел
тестирали на турбулентном струjању у каналу и на Куетовом (енгл. Couette)
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струjању. Показали су да се на овим струjањима може добро предвидети ани-
зотропиjа турбулентних напона применом њиховог модела турбуленциjе.
Speziale jе уочио да линеарни модели турбуленциjе не могу тачно описати
струjања коjа се одвиjаjу под доминантним утицаjем разлике у нормалним тур-
булентним напонима, те jе стога предложио сопствени NLEVM k-ε модел [78].
Модел коjи jе предложио Speziale садржи у себи члан коjи описуjе продукциjу
тензора просечних брзина деформисања и коjи значаjно утиче на моделирање
анизотропиjе турбулентних напона. Поред тога, оваj модел садржи и члан коjи
укључуjе ефекат транспорта тензора просечних брзина деформисања. Speziale
jе развиjени модел турбуленциjе тестирао на струjању у савиjеноj цеви правоу-
гаоног попречног пресека. При томе jе показао да његов модел описуjе анизо-
тропиjу турбулентних напона и секундарна струjања у угловима праовоугаоне
савиjене цеви адекватниjе од линераног k − ε модела.
Два претходно изложена модела припадаjу групи модела NLEVM коjи
Бусинскову хипотезу прошируjу додавањем квадратичних чланова кинематич-
ких тензора. Даљним развоjем NLEVM модела формирани су NLEVM коjи
поред квадратичних чланова садрже и кубне чланове кинематичких тензора.
Ови модели су разиjени с циљем да се опишу струjања са израженом закривље-
ношћу струjница (енгл. streamline curvature) укључуjући и вихорна струjања.
Craft et al. [79] су формирали NLEVM коjи садржи осам скаларних коефици-
jeната и линеарне, квадратичне и кубне чланове кинематичких тензора. Форма
NLEVM коjу су поставили Craft et al. [79] сматра се општом формом NLEVM,
из коjе се зависно од вредности скаларних коефициjената добиjаjу различите
верзиjе NLEVM модела турбуленциjе. Craft et al. [79] су калибрисали модел
на тестним примерима турбулентног струjању у правом и закривљеном каналу.
При томе jе добиjено добро слагање нумеричких и експерименталних резултата.
Suga [80] jе изложио детаљан преглед развоjа NLEVM до 1998. године.
Развоj ових модела jе интензивиран у десетогодишњем периоду након поjаве
модела коjе су развили Speziale, Nisizima и Yoshizawa. Након овог периода до-
лази до стагнациjе у развоjу ових модела. Новиjе NLEVM моделе су развили
Suga and Abe [81] и Wang and Тhangam [82]. Модел коjи су развили Wang
and Тhangam jе значаjан, jер jе развиjен за моделирање вихорног струjања.
Развиjени модел jе калибрисан на тестном примеру [83] вихорног струjања ге-
нерисаног вискозним ефектима при ротациjи праве кружне цеви. При томе jе
добиjено одлично слагање нумеричког и експерименталног профила аксиjалне
компоненте вектора брзине. У предвиђању профила обимске компоненте брзине
добиjени су слабиjи резултати. Турбулентни напони нису упоређивани.
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Поред нелинеарних модела турбуленциjе, коjи су настали као покушаj да
се анизотропиjа турбулентног напона опише нелинеарним математичким опе-
рациjама над кинематичким тензорима, развили су се и модели код коjих се
анизоропност турбулентног напона моделира помоћу анизотропног тензора тур-
булентне вискозности. Моделе турбуленциjе настале на оваквом приступу ка-
рактерише претпоставка о анизотропноj турбулентноj вискозности и претпо-
ставка о линеарноj вези између компоненти девиjатора тензора турбулентног
напона и компоненти тензора просечне брзине деформисања. Због тога се ови
модели зову модели турбуленциjе са анизотропном турбулентном вискозности
(енгл. Аnisotropic Еddy Viscosity Models) AEVM. Наведени модели налазе при-
мену код турбулентних струjања са израженом анизотропности тензора тур-
булентног напона, коjа се не може адекватно описати члановима вишег реда
нелинеарних модела турбуленциjе. У таквим случаjевима струjања се проме-
ном одређених коефициjената турбулентне вискозности постиже већи утицаj на
дату компоненту турбулентног напона од утицаjа коjи се остваруjе међусобним
узастопним множењима компоненти кинематичких тензора.
Истраживања AEVM су мање заступљена од истраживања NLEVM, због
тога што сe NLEVM ослањаjу на познати конститутивни закон за вискоела-
стични флуид, док се AEVM ослањаjу углавном на емпириjске изразе и експе-
риментална истраживања. Општа дискусиjа о структури тензора турбулентне
вискозности при турбулентном струjању са анизотропним стањем турбулентног
напона jе дата у раду Carati and Cabot [84]. У овом раду jе изложена анализа
коjа показуjе како симетриjе тензора и симетриjе струjног поља доприносе ра-
пидном смањењу броjа компоненти тензора турбулентне вискозности, коjи jе у
општем случаjу тензор 4 реда и има 81 компоненту. Примену концепта ани-
зотропне турбулентне вискозности на нестационарно турбулентно струjање са
израженим одваjањем граничног слоjа су анализирали Bourguet et. all [85].
У овом истраживању jе дат критички осврт на примену Бусинескове хипотезе
у погледу утицаjа прецењивања кинетичке енергиjе (енгл. TKE overprediction)
на стање турбулентних напонa. Моделирање анизотропности турбулентне ви-
скозности jе веома комплексан физички проблем, коjи jедан броj истраживача
врши применом експерименталних истраживања, док се известан броj истра-
живача определио за теориjска истраживања.
Теориjска истраживања анизотропности тубулентне вискозности су повезана
на феноменима нелокалног турбулентног преноса. Наиме, сви горе изложени
модели припадаjу групи локалних модела турбулeнциjе код коjих се физичке
величине струjања израчунаваjу локално у датоj тачки струjног поља и датом
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тренутку времена (енгл. local turbulence models). Ова група модела не узима
у обзир евентуално постоjање утицаjа физичких величина у осталим тачкама
струjног поља и у осталим тренутцима времена на физичке величине у да-
тоj тачки струjног поља и датом тренутку времена. Модели турбуленциjе са
ефектима временске нелокалности (енгл. temporal nonlocal effect) у датоj тачки
струjног поља обухватаjу утицаj физичких величина у прошлим тренуцима вре-
мена на физичке величине у датом тренутку времена. Ови модели се називаjу
и моделима турбуленциjе са "историjским" ефектом (енгл. history effect), или
модели са временским корелациjама физичких величина.
Наjсавремениjи AEVM модел турбуленциjе коjи обухвата теориjско истра-
живање анизотропности турбулентне вискозности применом ефеката временски
нелокалног турбулентог преноса jе развио Hamba [65]. Оваj модел jе значаjан
за тему ове дисертациjе, jер jе развиjен с циљем да се у прорачун вихорног
струjања у правоj цеви кружног попречног пресека укључе ефекти временске
нелокалности компоненти девиjатора тензора турбулентног напона. На знача-
jан утицаj временске нелокалности на динамику вихорног струjању у правоj
кружноj цеви jе указао Steenbergen [86]. Hamba jе утицаj временске нелокално-
сти обухватио између осталог и увођењем обимске компоненте просечне брзине
струjања у скаларне коефициjенте модела. Уколико jе струjање безвихорно
онда jе обимска компонента просечне брзине струjања jеднака нули, и у том
случаjу се оваj модел своди на линеарни k − ε модел турбуленциjе. Оваj модел
има изражен утицаj на анизотропност турбулентних напона при вихорном стру-
jању, што jе значаjно за тему ове дисертациjе. При томе се уведени утицаj на
анизотропност турбулентних напона заснива на временскоj нелокалности, коjа
jе при вихорном струjању значаjно изражена. Hamba je развиjени модел кали-
брисао на тестном примеру вихорног струjања у правоj цеви, коjи jе формирао
Steenbergen. При томе jе постигао значаjно боље резултате од резултата коjе
даjу постоjећи линеарни модели турбуленциjе.
1.4 Мотивациjа за израду дисертациjе
У досадашњим изложеним истраживањима струjања нестишљивог флуида
у правим конусним дифузорима изоловане су физичке поjаве коjе неповољно
утичу на перформансе правог конусног дифузора. Поjава одваjања граничног
слоjа доводи до поjаве макро вртлога, као нестационарне физичке поjаве, коjа
значаjно смањуjе енергетске перформансе дифузора. Поjава вихорног струjања
у дифузору доприноси спречавању одваjања граничног слоjа, услед значаjног
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присуства центрифугалних запреминских сила коjе делуjу на флуид у гранич-
ном слоjу. Присуство вихорног струjања са великом jачином вихора значаjно
смањуjе укупну струjну енергиjу низструjно у зони око осе дифузора, што може
резултирати настанком повратног струjања у овоj зони струjног поља. Ова
физичка поjава доводи до стварања нестационарног вихорног jезгра са про-
менљивом фреквенциjом осциловања притиска, што ствара услове за поjаву
резонантних осцилациjа на покретним деловима хидроенергетског построjења.
Овакве осцилациjе значаjно смањуjу енергетску ефикасност, а често доводе и
до хавариjе хидроенергетског построjења. Теориjским, експерименталним и ну-
меричким истраживањима jе утврђено да се високе енергетске перформансе
остваруjу применом дифузора са централним углом ширења 8◦ при умереноj
jачини вихора. У таквим условима струjања присуство нестационарних струj-
них ефеката у дифузору jе техники занемарљиво, због чега се ово струjање са
инжењерског аспекта може сматрати стационарним струjањем.
Свако хидроенергетско построjење се проjектуjе за рад у оптималном рад-
ном режиму у коме владаjу стационарни услови струjања. Процес проjектовања
jе постао незамислив без примене рачунара. Помоћу рачунара се поред израде
радионичке техничке документациjе и делова могу симуларати и радни услови
хидроенергетског построjења за стационарни проjектни радни режим. У про-
цесу нумеричких симулациjа проjектног радног режима могућа jе брза измена
одређеног конструктивног параметра у циљу повећања енергетске ефикасно-
сти, а затим и брза провера постигнутих резултата. Да би провера постиг-
нутих резултата одговарала стварности, неопходно jе да нумерички прорачун
хидроенергетског построjења у стационарном проjектном радном режиму буде
валидан. Да би наведени нумерички прорачун био валидан, непоходно jе, из-
међу осталог, тачно нумерички прорачунати комплексно струjно поље у правом
консуном дифузору.
У досадашњим нумеричким прорачунима коjи су овде изложени jе утврђено
да стандардни линеарни k − ε модел турбуленциjе остваруjе добро предвиђање
поља брзине и притиска у условима безвихорног струjања у правом конусном
дифузору у коме нема одваjања граничног слоjа. Као што jе већ речено, jедан
од главних циљева проjектовања хидроенергетског построjења jе стационаран
рад у проjектном радном режиму, због чега се избегава примена дифузора са
израженим одваjањем граничног слоjа. Поред тога, стандардни линеарни k− ε
модел jе наjшире коришћени модел турбуленциjе при инжењерским симулаци-
jама струjања у остатку хидроенергетског построjења, односно у хидрауличноj
турбини. Дакле, са инжењерске тачке гледишта стандардни (линеарни) k − ε
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модел jе применљив на струjни домен целог хидроенергетског построjења у
условима безвихорног струjања у дифузору. Међутим, изложеним постоjећим
истраживањима jе показано да стандардни k − ε модел даjе слабо предвиђање
поља брзине и притиска при вихорном струjању у дифузору. Стога оваj модел
ниjе применљив на симулациjу целог хидроенергетског построjења уколико jе
струjање у његовом дифузору вихорно. Модел турбуленциjе коjи развио Fujihiro
Hamba [65] остваруjе добре резултате при вихорном струjању у цеви, док се при
безвихорном струjању може свести на стандардни линеарни k− ε модел турбу-
ленциjе.
Из изложених чињеница jе проистекла и мотивациjа за израду ове дисерта-
циjе с циљем да се Хамбин модел турбуленциjе имплементира у некомерциjални
софтвер отвореног кода OpenFOAM и да се изврши рекалибрациjа овог модела
на услове вихорног струjања у правим конусним дифузорима. На таj начин би
се развио поузданиjи поступак нумеричког прорачуна хидроенергетског постро-
jења. Развиjени поступак прорачуна би био универзалан у смислу присуства
вихорног или безвихорног струjања у прорачунском струjном домену и инвари-
jантан у односу на резултате стандардног k− ε модела у условима безвихорног
струjања. На оваj начин би се истим поступком прорачуна, тj. истим моделом
турбуленциjе остварили бољи резултати при прорачуну вихорног струjања, при
чему би се задржали постоjећи добри резултати стандардног k − ε модела при
прорачуну безвихорног струjања. Поред тога, развиjени прорачун би био досту-
пан проjектантима без комерциjалних ограничења, jер би био имплементиран у
оквиру некомерциjалног софтвера отвореног кода.
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2 Основне jедначине изотермског
струjања нестишљивог флуида
Струjања нестишљивог флуида коjа су присутна у многим техничким уре-
ђаjима се описуjу применом три основна физичка закона струjања: законом
о одржању масе, законом o промени количине кретања и законом о одржању
енергиjе. Како jе тема ове дисертациjе изотермско струjање нестишљивог флу-
ида у правим конусним дифузорима, то закон о одржању енергиjе флуида овде
ниjе коришћен. У дисертациjи су коришћени закон о одржању масе и закон
о промени количине кретања. Из ова два физичка закона проистичу основне
jедначине струjања нестишљивог флуида, коjе су коришћене за моделирање и
нумеричке прорачуне струjања у овоj дисертациjи. Ова два закона су укратко
изложенa у наставку.
2.1 Закон о одржању масе - jедначина
континуитета
Закон о одржању масе материjе подразумева непроменљивост масе у било
ком физичко-хемиjском процесу (струjање, хемиjске реакциjе, топлотни про-
цеси итд). У природи постоjе разни хемиjски процеси разградње материjе при
коjима jе збир маса поjединих компоненти насталих таквом разградњом увек
jеднак почетноj маси материjе од коjе су ти процеси разградње започети. При
струjању флуида, флуид као материjа може да мења своj облик у простору, да
се хемиjски разграђуjе и да мења агрегатна стања, али му jе маса увек кон-




при чему jе D(...)
Dt
материjални извод величине у загради.
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Уколико при процесу струjања не постоjе процеси хемиjске разградње флу-
ида и промене агрегатних стања, онда из закона о одржању масе (2.1), следи




+∇ · (%u) = 0. (2.2)
Оваj израз се за случаj струjања нестишљивог флуида своди на следећу jедна-
чину
∇ · u = 0. (2.3)














2.2 Закон о промени количине кретања -
Навиjе-Стоксове jедначине
Природа кретања флуида у струjном пољу зависи, између осталог, и од
размене количине кретања између флуидних делића. Физичка поjава промене
количине кретaња флуидних делића услед међудеjства њихових молекула se
испољава у виду поjаве молекуларне вискозности коjа може бити динамичка
(µ) или кинематичка (ν). Струjно поље у коме флуидни делићи међусобно
размењуjу количину кретања само под утицаjем молекуларне вискозности се
зове ламинарно струjно поље. Молекуларна визкозност jе изотропна тензорска
физичка особина флуида коjа, зависно од температуре флуида, може бити хо-
могена или нехомогена. Промена количине кретања флуидних делића у лами-





= %f +∇ · σ, (2.5)












i = 1, 2, 3,
коjе се зову Навиjе-Стоксове jедначине. У горњим jедначинама fi су компоненте
вектора запреминских сила коjе делуjу на флуид, а σij су компоненте тензора
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напона у флуиду дефинисане Њутновом хипотезом о напонима према изразу









Оваj израз се при струjању нестишљивог флуида, сходно jедначини континуи-
тета (2.4) своди на следећу jедначину
σij = −pδij + 2µSij = −pδij + dij, (2.8)
у коjоj jе: δij - Кронекеров симбол, Sij - компонента тензора брзине деформи-
сања и dij - компонента девиjаторског дела тензора напона. Струjно поље у
коме флуидни делићи размењуjу количину кретања под утициjем инерциjал-
ног међудеjства струjних структура различитих размера зове се турбулентно
струjно поље, а струjање флуида у таквом струjном пољу се зове турбулентно
струjање. Примена jедначина (2.6) на турбулентно струjање захтева примену
довољно ситне просторно-временске дискретизациjе струjног домена, коjа ће
на адекватан начин обухаватити просторно-временске карактеристике наjсит-
ниjих турбулентних структура. Таквом дискретизациjом се свака турбулентна
струjна структура дели на довољно мале подструктуре у коjима се размена
енергиjе може описати међумолекуларним деловањем. Овакав приступ доводи
до веома сложеног просторно-временског математичког модела чиjе решавање
за већину турбулентних струjања правазилази садашње техничке могућности
рачунара.
2.3 Реjнолдсове jедначине
Jедан од начина да се превазиђе проблем нумеричког решавања динамике
целог спектра турбулентних структура jе примена поступка временског осред-
њавања jедначина (2.6) по целом спектру турбулентних структура. Овакав
поступак рапидно смањуjе сложеност прорачуна турбулентног струjања, али
се његовом применом значаjно нарушава физичка тачност одређених аспеката













i = 1, 2, 3,
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коjе се зову Реjнолдсове jедначине у част Осборна Реjнолдса коjи jе први при-
менио оваj поступак [87]. Просечне компоненте тензора напона 〈σij〉 добиjене
временским осредњавањем имаjу облик
〈σij〉 = −〈p〉δij + 〈dij〉, (2.10)
у коме компоненте девиjаторског дела тензора напона
〈dij〉 = 2µ〈Sij〉 − %τij, (2.11)
укључуjу и напон непосредног инерциjалног међудеjства флуидних делића.
Због тога се компоненте девиjаторског дела просечног напона у флуиду (2.11)
разликуjу од компоненти тензора вискозног напона у флуиду датих изразом
(2.8) за члан (−%τij), у коме су
τij = 〈u′iu′j〉 (2.12)
компоненте тензора Реjнолдсовог или турбулентног напона. Тензор турбулент-













На основу израза (2.10) и (2.11) следи да jе просечни напон у флуиду при
турбулентном струjању дат изразом
〈σij〉 = −〈p〉δij + 2µ〈Sij〉 − %τij. (2.14)
Механизам размене количине кретања флуидних делића при турбулентном
струjању се не може свести само на вискозно и непосредно инерциjално локално
међудеjство флуидних делића. Наиме, при турбулентном струjању постоjи и до-
принос промени количине кретања флуидних делића услед нелокалног међудеj-
ства читавих турбулентних структура, коjи jош увек ниjе физички расветљен.

















i = 1, 2, 3,
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и граничним и почетним условима формираjу систем од четири нелинеарне пар-
циjалне диференциjалне jедначине у коjима фигурише десет непознатих физич-
ких величина. У овим jедначинама се поjављуjе шест компоненти тензора тур-
булентног напона коjе представљаjу додатне непознате функциjе осредњених
параметара струjања. Зависности турбулентних напона од осредњених параме-
тара струjања ниjе могуће физички егзактно дефинисати. Покушаj извођења
таквих израза из транспортних jедначина за турбулентне напоне доводи до по-
jаве нових непознатих величина, тако да се оваj проблем не може затворити
егзактним физичко-математичким поступком. Наведени проблем jе познат под
називом проблем затварања RANS jедначина турбуленциjе (енгл. turbulence
closure problem). У настojaњу да се прeвазиђе оваj проблем развиjен jе процес
моделирања компоненти тензора турбулентног напона са циљем да се пронађу
такве математичке зависности компоненти тензора турбулентног напона коjе ће
при нумеричким прорачунима турбулентних струjања дати наjбоље резултате.
Моделирање тензора турбулентног напона jе сложен физичко-математички про-
цес у коме се моделирањем формираjу компоненте овог тензора и коjе одређуjу
његове кључне особине попут jеднозначности, инвариjантности, анизотропно-
сти итд.
Тензор турбулентних напона jеднозначно дефинише стање турбулентних на-
пона у датоj тачки струjног поља, независно од избора координатног система,
због чега има особину инвариjантности. Оваj тензор дефинише тензорско поље
турбулентних напона, коjе jе у наjвећем броjу случаjева анизотропно поље. Због
своjства анизотропности, компоненте тензора трубулентног напона имаjу про-
менљиве вредности при ротациjи координатног система у датоj тачки струjног
поља. Главне вредности тензора турбулентног напона дефинишу степен анизо-
тропности овог тензора, коjи зависи од вредности његових компоненти. Тензор
турбулентног напона се применом поступка декомпозициjе може разложити на
изотропни и анизотропни део. Главне вредности изотропног дела тензора тур-
булентног напона су jеднаке и формираjу сферични део турбулентног напона,
док су главне вредности анизотропног дела тензора напона међусобно разли-
куjу. На основу прорачуна главних вредности и главних праваца тензора турбу-
лентног напона формира се елипсоид напона, коjи даjе визуелни приказ степена
анизотропности турбулентних напона, и коjи у струjном пољу мења своj облик
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и положаj. Моделирање турбулентног напона се своди на моделирање изотроп-
ног и анизотропног дела тензора турбулентног напона. За анализу степена
анизотропности тензора турбулентног напона формира се тензор анизотроп-
ности турбулентног напона [51] коjи се дефинише као однос анизотропног и










у коме су aij компоненте анизотропног дела тензора турбулентног напона коjе
су дате изразом




На основу компoненти овог тензора можe да се изврши анализа степена ани-
зотропности турбулентног струjања применом Ламлиjевог трoугла или Бари-
центричне мапе [5, 88]. Основу за моделирање компоненти тензора турбулент-
ног напона применом RANS методологиjе чини Бусинескова хипотеза, коjа jе
укратко описана у наставку.
2.4 Бусинескова хипотеза о турбулентним
напонима
Бусинеск (Boussinesq) jе 1877. године поставио основе моделирања напона
при турбулентном струjању, 20 година пре него што jе Реjнолдс извео изразе
за турбулентне напоне. Бусинескова теориjска анализа међудеjства материjе
при турбулентном струjању jе у суштини теориjа непосредног инерциjалног
међудеjства флуидних делића и у извесноj мери jе аналогна молекуларно-
кинетичкоj теориjи гасова. Темеље молекуларно-кинетичке теориjе гасова jе
поставио Бернули 1738. године, а наjзначаjниjе доприносе овоj теориjи су дали
Максвел и Болцман у периоду од 1860-1898. године. Бусинескова теориjа о
међудеjству материjе у турбулентном току jе заснована на анализи непосред-
ног међусобног деjства флуидних делића коjе он назива молекулима. Бусинеск
jе први применио временско осредњавање физичких величина струjања, коjе
jе затим применио на анализу динамичких поjава при турбулентном струjању.
Бусинескова временски осредњена (просечна) површинска сила jе еквивалент
турбулентном напону. Бусинеск jе просечне површинске силе коjе делуjу на
уочену елементарну контролну запремину флуида поделио на нормалне силе и
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смичуће силе и теориjски jе извео следеће изразе за њихово израчунавање [42]
N1 = −p+ 2ε
du
dx
; N2 = −p+ 2ε
dv
dy


























У горњим jедначинама са Ni су обележене нормалнe просечне површинске силе,
а са Ti су обележене смичуће просечне површинске силе. Индекси 1, 2 и 3
означаваjу силе у смеровима координатних оса x, y, z, док су u, v, w просечне
компоненте вектора брзине. Нормалне просечне силе на елементарну контролну
запремину сачињаваjу изотропни део нормалних површинских сила, чиjи jе














Уколико jе струjање нестишљиво онда из горњег израза следи да jе
N = −p. (2.21)
Сходно уведеним претпоставкама о кретању молекула и у складу са
молекуларно-кинетичком теориjом гасова, Бусинеск jе претпоставио да jе ин-
тензитет нормалних сила последица судара флуидних делића коjи се одвиjаjу







што jе аналогно израчунавању притиска гаса применом молекуларно-кинетичке
теориjе. Оваква претпоставка подразумева интензивне сударе флуидних делића
у хомогеноj турбуленциjи.
Проблем моделирања смичућих сила, односно постоjање трења при судару флу-
идних делића Бусинеск jе решио применом аналогиjе са ламинарним струjањем.
Бусинеск jе изразе за смичуће силе извео временским осредњавањем тангенци-
jалних вискозних напона из Навиjе-Стоксових jедначина. При томе jе уместо
молекуларне вискозности увео променљиви коефициjент просечне агитациjе
ε коjи jе последица нерегуларности турбулентног струjања. За израчунавање
овог коефициjента Бусинеск jе предложио израз
ε = ρgΛhBuB, (2.23)
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у коме jе ρg jединична тежина флуида, hB и uB су карактеристична дужина и
брзина, а Λ jе коефициjент коjи зависи од карактеристичне дужине и брзине.
За коефициjент ε jе касниjе усвоjен назив турбулентна вискозност.
Реjнолдс jе 20 година после Бусинесковог истраживања [42] математички фор-
мулисао "просечне квадрате и производе релативног кретања", коjи су касниjе
названи турбулентни напони. Могло би се рећи да jе Реjнолдс систематизо-
вао Бусинескове закључке о временскоj променљивости поља брзине при тур-
булентном струjању, иако ниjе познато да ли jе Реjнолдс читао Бусинескова
истраживања. Иако су Бусинеск и Реjнолдс били савременици коjи су радили
на сличним истраживањима изводећи веома сличне закључке, они се нису ме-
ђусобно цитирали [89]. Они у своjим истраживањима нису чак ни користили
реч турбуленциjа, већ су користили различите комбинациjе речи коjе описуjу
турбуленциjу.
Сагласно Бусинесковоj хипотези компоненте тензора турбулентног напона су
дате следећим изразом
τij = 〈u′iu′j〉 =
2
3
kδij − 2νt〈Sij〉, (2.24)
коjи jе аналоган изразу за компоненте тензора напона услед вискозности у флу-
иду (2.8) и у коме су
aij = −2νt〈Sij〉 (2.25)
компоненте анизотропног дела тензора турбулентног напона. Компоненте про-
сечног укупног напона у флуиду се у складу са изразима (2.10), (2.11) и (2.24)
израчунаваjу према изразу






ρk)δij + 2µeff〈Sij〉, (2.26)
у коме jе µeff = µ+ µt ефективна динамичка вискозност.
У доба када jе уведена, Бусинескова хипотеза jе представљала гениjалан ис-
корак у моделирању турбуленциjе, поготово ако се узме у обзир да се већина
данашњих практичних инжењерских прорачуна турбулентних струjања врши
управо применом ове хипотезе. Како jе Бусинескова хипотеза проистекла из
аналогиjе са напонима услед вискозности коjи су дефинисани линеарном везом






из коjе следи и jедначина (2.8), то се сви модели турбуленциjе засновани на овоj
хипотези зову линеaрни модели турбуленциjе. Основни недостатак Бусинескове
хипотезе jе претпоставка да две турбулентне структуре размењуjу количину
кретања само локалним градиjентним преносом у зони њиховог непосредног
контакта, о чему ће бити више речи у jедном од наредних параграфа.
2.5 Утицаj моделирања турбулентног напона на
поља притиска и брзине
При моделирању турбулентног струjања RANS методологиjом, поља прити-
ска и брзине се формираjу под утицаjем деjства просечног напона у флуиду.
Компоненте тензора просечног напона у флуиду су дефинисане изразом (2.14) и
значаjно зависе од компоненти турбулентног напона. Компоненте тензора тур-
булентног напона се могу израчунати применом Бусинескове хипотезе према из-
разу (2.24), у коме jе претпостављено да jе турбулентна вискозност изотропна.
Ако се претпостави да се стварна турбулентна вискозност може представити













онда се може извршити извесна модификациjа Бусинескове хипотезе, коjа омо-
гућава да се при моделирању делимично обухвати утицаj анизотропиjе турбу-
лентне вискозности на компоненте тензора турбулентног напона. Поред тога,
може да се уведе и додатна модификациjа коjом се коригуjе моделирање изо-
тропног дела тензора турбулентног напона. Наиме, због претпоставке о локал-
ном турбулентном преносу, Бусинескова хипотеза не обухвата адекватно утицаj
нелокалности на нормалне турбулентне напоне, односно на ТКЕ коjа формира
изотропни део тензора турбулентног напона. Стварна ТКЕ се, између осталог,
разликуjе од моделиране и због утицаjа ове нелокалности. Сходно томе у тен-
зор турбулентног напона могу да се уведу две наведене модификациjе, тако да




ρ(k + ∆k)I − 2 T · 〈S〉, (2.29)
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ρ(k + ∆k)δij − 2νik〈Skj〉. (2.30)
Aкo je утицаj нелокалности на ТКЕ занемарљив и ако jе турбулентна виско-
зност изотропна, онда jе ∆k = 0, νik = 0 за i 6= k и νik = νt за i = k, па се тада
израз (2.30), своди на Бусинескову хипотезу дату изразом (2.24). Заменом ових
компоненти напона у израз (2.26) добиjаjу се компоненте просечног напона за







δij + 2µ〈Sij〉+ 2µik〈Skj〉.
За анализу утицаjа поjединих чланова последње jедначине на поља притиска
и брзине, потребно jе ову jедначину заменити у временски осредњене jедна-
















































i = 1, 2, 3. (2.31)
Из jедначина (2.31) могу да се изведу извесни закључци о моделирању поља при-
тиска и поља брзине применом RANS методологиjе. Уочава се да компоненте
тензора турбулентне вискозности νik коjе дефинишу анизотропност турбулентне
вискозности, представљаjу факторе у оним члановима парциjалних диференци-
jалних jедначина у коjима фигуришу градиjенти просечних компоненти вектора
брзине. Стога моделирање компоненти тензора турбуленте вискозности νik има
значаjан утицаj на тачност прорачуна поља брзине. Због тога се прави значаjна
грешка у моделирању поља брзине ако се за турбулентну вискозност коjа jе у
своjоj бити анизотропна претпостави да jе изотропна. Поред тога, из jедначине
(2.31) се може закључити да моделирање ТКЕ има утицаjа на поље брзине, али
не у оноj мери у коjоj то имаjу коефициjенти турбулентне вискозности. Наиме,
моделирање ТКЕ тj. промена њене вредности нема изолован утицаj на жељену
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компоненту брзине, већ има известан утицаj на сваку од компоненти брзине.
Уколико са на вредност ТКЕ дода нека вредност ∆k коjа jе константна у целом
струjном пољу, онда из jедначине (2.31) следи да то нема никаквог утицаjа на
поље брзине преко jедначина промене количине кретања (JКК). Ова чињеница
jе запажена при моделирању и нумеричким прорачунима струjања у дифузо-
рима коjи су у оквиру ове тезе урађени применом CFD кода OpenFOAM. Уко-
лико вредност ∆k за коjу се промени ТКЕ ниjе константна у струjном пољу,
тада сходно jедначинама (2.31) та промена кроз JКК има известан утицаj на све
компоненте поља вектора брзине. Утицаj нелокалности на ТКЕ jе стохастичке
природе, тако да грешка ∆k моделирања ТКЕ ниjе константна у струjном пољу.
Овде треба навести и да извесни утицаj вредности ТКЕ на поље брзине постоjи
и кроз моделску jедначину за ТКЕ, о коjоj ће касниjе бити речи. Из jедначина
(2.31) се уочава да ТКЕ припада члану у коме фигурише просечни статички
притисак, због чега се промена вредности ТКЕ директно одражава на вредност
прорачунатог статичког притиска. У већини струjања у техници статички при-
тисак jе значаjно већи од притиска коjи потиче од ТКЕ, односно од притиска
коjи се развиjа услед присуства турбулентног струjања. Према томе, у већини





3.1 Линеарни модели турбуленциjе
Линеарни модели турбуленциjе подразумеваjу линеарну зависност између
компоненти анизотропног дела тензора турбулентног напона и компоненти тен-
зора просечних брзина деформисања, што jе потпуно аналогно Њутновоj хипо-
тези о вискозним напонима коjа важи за ламинарна струjања. Линеарну везу
између компоненти анизотропног дела тензора турбулентног напона и компо-
ненти тензора просечних брзина деформисања даjе Бусинескова хипотеза. Сви
модели турбуленциjе засновани на Бусинесковоj хипотези припадаjу линеар-
ним моделима турбуленциjе. Код ових модела турбуленциjе моделира се само
турбулентна вискозност и то под претпоставком да jе она скаларна величина.
У зависности од степена сложености моделирања турбулентне вискозности као
скаларне физичке величине, постоjе различите врсте линеарних модела турбу-
ленциjе. Тако се линеарни модели турбуленциjе могу поделити на алгебарске,
jедноjедначинске и двоjедначинске моделе турбуленциjе. Алгебарски модели су
они код коjих jе турбулентна вискозност позната функциjа неког просечног па-
раметра струjања (нпр. бездимензиjске координате y+), те стога ниjе потребно
решавање додатних jедначина да би се моделирала турбулентна вискозност.
Код jедноjедначинских модела турбуленциjе решава се jедна додатна транс-
портна jедначина, помоћу коjе се моделира скалар турбулентне вискозности,
док jе код двоjедначинских модела турбуленциjе у исту ту свху потребно реша-
вати две транспортне jедначине. Основни недостатак свих линеарних модела
турбуленциjе jе претпоставка о изотропноj турбулентноj вискозности. Турбу-
лентна вискозност jе у стварности анизотропна тензорска физичка величина
коjа зависи од поља брзине. Уколико jе стварно стање турбулентних напона
изотропно, онда се такво стање напона добиjа и након нумеричког прорачуна
турбулентног струjања било коjим линеарним моделом турбуенциjе. Стога jе
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Бусинескова хипотеза валидна само за тубулентна струjања са изотропним ста-
њем турбулентних напона. Оваква струjања су веома ретка у природи због
чега линеарни модели турбуленциjе имаjу ограничену примену. Предност ли-
неарних модела турбуленциjе се огледа у њиховоj jедноставности и стабилноj
конвергенциjи решења при нумеричким прорачунима. У индустриjским прора-
чунима турбулентних струjања наjширу примену има линеарни двоjедначински
k − ε модел турбуленциjе. Оваj модел представља револуционаран искорак у
моделирању турбуленциjе, због чега му jе у овоj дисертациjи посвећена посебна
пажња.
3.2 Стандардни k − ε модел турбуленциjе
Први двоjедначински модел турбуленциjе jе развио Колмогоров 1942. го-
дине. Колмогоров jе као променљиве користио енергиjу флуктуациjа (b) и
фреквенциjу (ω) [91]. Harlow and Nakayama су 1968. године развили своj
двоjедначински модел турбуленциjе, при чему су за променљиве употребили
турбулентну кинетичку енергиjу (k) и дисипациjу (ε) [91]. Стандардни k − ε
модел турбуленциjе коjи се и сада наjчешће користи предложили су Launder
and Spalding 1974. године [44]. У овом моделу jе претпостављено да се ска-
ларна вредност турбулентне вискозности мења у зависности од нивоа турбу-
лентне кинетичке енергиjе и нивоа дисипациjе турбулентне кинетичке енергиjе.
Сходно томе промена турбулентне вискозности jе сведена само на директну
зависност од нормалних турбулентних напона коjи формираjу турбулентну ки-
нетичку енергиjу, док jе директна зависност турбулентне вискозности од тан-
генциjалних турбулентних напона занемарена. Физички посматрано, ово значи
да jе размена енергиjе међудеjством флуидних делића у овом моделу сведена
само на директан утицаj колинеарних флуктуациjа брзина (преко нивоа ТКЕ),
док jе директан утицаj ортогоналних флуктуациjа брзина на турбулентну ви-
скозност занемарен. Ова чињеница представља недостатак при моделирању
турбулентних струjања са израженим утицаjем тангенциjалних турбулентних
напона, коjи значаjно утичу на степен анизотропности турбулентних напона.
Занемаривање директног утицаjа тангенциjалних турбулентних напона на тур-
булентну вискозност jе jедан од разлога због кога стандардни двоjедначински
k−ε модел турбуленциjе даjе слабе резултате у турбулентном струjном пољу са
израженом анизотропности турбулентног напона. Ипак, главни разлог слабих
резултата k− ε модела у анизотропноj турбуленциjи jе претпоставка о изотроп-
ноj турбулентноj вискозности, коjа jе карактеристична за све линеарне моделе
35
турбуленциjе изузев AEVM модела. Зависност турбулентне вискозности од ни-






коjи се може добити применом димензиjске анализе, или анализом физичких
утицаjа на феномен тубулентне вискозности. Тензор турбулентне вискозности














У складу са дефинициjом тензора N aнизотропни део тензора тубулентног на-
пона може да се напише у облику:
a = −2 N · 〈S〉, (3.3)
из кога следе jедначине компоненти овог тензора дате изразом (2.25). Да би
се jедначином (3.1) моделирала турбулентна вискозност потребне су две jедна-
чине: jедна за турбулентну кинетичку енергиjу (k), друга за дисипациjу (ε).
Jедначина за турбулентну кинетичку енергиjу се изводи егзактно из jедначине
материjалне промене количине кретања вискозног флуида поступком коjи jе,




















Применом Аjнштаjнове конвенциjе о сабирању по немим индексима и услова






















Детаљан поступак извођења ових израза jе дат у прилогу П.I. Заменом израза
(3.5) и (3.6) у израз за материjалну промену турбулентне кинетичке енергиjе
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у коjоj jе jе: P k - продукциjа, Dkτ - тубулентна дифузиjа флуктуациjама при-
тиска и флуктуациjама брзина, Dkν - молекуларна дифузиjа и ε - дисипациjа.
Jедначина материjалне промене турбулентне кинетичке енергиjе (3.7) се може
егзактно извести и из jедначине материjалне промене турбулентних напона [92].
Jедначина дисипациjе турбулентне кинетичке енергиjе се егзактно изводи из
jедначине материjалне промене количине кретања вискозног флуида на начин
коjи jе описан у наставку ове анализе.
На основу израза (2.8) компоненте тензора напона услед вискозности при стру-
jању нестишљивог флуида могу да се напишу у облику

























Ако се у овоj jедначини изврши разлагање струjних вариjабли на просечни
и флуктуираjући део и ако се претпостави да запреминске силе не зависе од

































Одузимањем jедначине (3.11) од jедначине (3.10) добиjа се Навиjе-Стоксова























коjа се, због jедначине континуитета за струjање нестишљивог флуида може
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и временским осредњавањем по ансам-
блу сваког сабирка како jе то изложено у прилогу П.II, и затим сабирањем тако








































































































Сваки члан ове jедначине има своj физички смисао, тако да jе у складу са ана-
лизом коjе су извели Kozuka et al. [93]:
P ε1 - мешовита продукциjа дисипациjе,
P ε2 - продукциjа дисипациjе градиjентима просечних брзина,
P ε3 - продукциjа дисипациjе градиjентима брзина,
P ε4 - турбулентна продукциjа дисипациjе,
Dετ - дифузиjа дисипациjе турбуленциjом,
Dεν - дифузиjа дисипациjе вискозношђу,
Dεp - дифузиjа дисипациjе притиском,
Eε - дисипациjа дисипациjе.
Сходно Ричардсоновоj (Richardson) теoриjи [94] o каскадном преносу турбу-
лентне кинетичке енергиjе, промена дисипациjе jе наjизражениjа у области наj-
ситниjих турбулентних структура, на чиjе кретање вискозност има доминан-
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тан утицаj. Због тога jе промена дисипациjе наjизражениjа у граничном слоjу,
у коме постоjе значаjни утицаjи вискозности на динамику струjања флуида.
Kozuka et al. [93] су применом DNS методе нумерички истраживали промену
поjединих чланова у егзактноj jедначини материjалне промене дисипациjе (3.15)
при струjању у граничном слоjу канала. Егзактна jедначина за турбулентну
кинетичку енергиjу (3.7), поред ТКЕ садржи чланове сa додатним непознатим
величинама, због чега се не може самостално решавати. Исто важи и за ег-
зактну jедначину дисипациjе (3.15). Ове две jедначине се не могу решавати ни
као самосталан систем од две парциjалне диференциjалне jедначине, jер и таj
систем jедначина поред ТКЕ и дисипациjе садржи додатне непознате чланове.
Наведене jедначине се могу решавати само у систему коjи обухвата и парци-
jалне диференциjалне jедначине додатних непознатих чланова ових jедначина.
Као што се може видети, додатни непознати чланови ових jедначина су функ-
циjе просечних и флуктуираjућих струjних вариjабли. Сви додатни непознати
чланови у jедначинама (3.7) и (3.15) су функциjе осредњене у времену, односно
просечне величине. Уколико се за моделирање турбулентног струjања нести-
шљивог флуида примењуjе RANS методологиjа, онда математички модел чине:
временски осредњена jедначина континуитета, Реjнолдсове jедначине, jедна-
чине турбулентног модела и почетни и гранични услови струjања. Реjнолдсове



















i = 1, 2, 3,
у коме се члан (〈p〉/%) дефинише као кинематички притисак 〈p∗〉 [J/kg]. Овим
поступком се при прорачуну струjања нестишљивoг флуида из Реjнолдсoвих
jедначина елиминише густина флуида, при чему се не нарушава физички сми-
сао jедначина. Mатематички модел струjања нестишљивог флуида чине:


























i = 1, 2, 3,
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коjе формираjу систем од 4 парциjалне диференциjaлне jедначине у коjима су
непознате три компоненте просечне брзине (〈u1〉, 〈u2〉, 〈u3〉), просечни кинема-
тички притисак 〈p∗〉 и шест компоненти турбулентног напона τij.
Дакле, систем коjи чине jедначине (3.17) и (3.18) ниjе затворен. Затварање овог
система омогућава примена Бусинескове хипотезе, односно примена jедначина
(2.24) и (3.1) коjе даjу:















i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3,
коjих има укупно девет и од коjих због симетриjе тензора турбулентних на-
пона остаjе на располагању 6 независних jедначина, коjе обезбеђуjу затварање
система Реjнолдсових jедначина. У овим jедначинама се, као што се може
видети, поjављуjе позната константа Cν и две нове непознате величине: тур-
булентна кинетичка енергиjа (k) и дисипациjа турбулентне кинетичке енергиjе
(ε). Да би се систем коjи чине jедначине (3.17), (3.18) и (3.19), затворио по-
требне су две допунске jедначине. То су jедначина за турбулентну кинетичку
енергиjу и jедначина за дисипациjу турбулентне кинетичке енергиjе. При томе
се за затварање постављеног система не могу употребити егзактна jедначине
за турбулентну кинетичку енергиjу (3.7) и егзактна jеначина за дисипациjу
(3.15), jер ове jедначине поред просечних компоненти вектора брзине садрже
додатне непознате чланове. Дакле, егзактне jедначине за турбулентну кине-
тичку енергиjу и дисипациjу нису од директне користи за затварање поста-
вљеног математичког модела, али су од индиректне користи, jер служе као
ориjентир за формирање моделских jедначина за турбулентну кинетичку енер-
гиjу и диспациjу. Закључуjе се да у моделским jедначинама за турбулентну
кинетичку енергиjу могу фигурисати само просечне компоненте брзине и про-
сечни кинематички притисак, jер само те величине фигуришу у постављеном
математичком моделу састављеном од jедначина (3.17), (3.18) и (3.19). У стан-
дардном k − ε моделу турбуленциjе коjи су преложили Launder and Spalding
[44], у моделским jедначинма за ТКЕ и дисипациjу фигуришу просечне ком-
поненте вектора брзине. Посматрањем чланова у егзактним jедначинама за
турбулентну кинетичку енергиjу и дисипациjу уочаваjу се чланови коjи описуjу
сличне физичке процесе у обе jедначине. Ти физички процеси су: продукциjа,
дифузиjа и деструкциjа (дисипациjа). Launder and Spalding су моделирали ове
физичке процесе у склопу поjединих чланова у предложеним моделским jедна-
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чинама за турбулентну кинетичку енергиjу и дисипациjу. Они су предложили:




































































при чему су калибрисањем модела одређене следеће вредности за константе
модела: Cν = 0,09, σk = 1, σε = 1,3, Cε1 = 1,44 и Cε2 = 1,92. Математички
модел турбулентног струjања нестишљивог флуида сада чине jедначине (3.17)
до (3.21) и:
* почетни и гранични услови за струjне вариjабле: 〈p∗〉, 〈u1〉, 〈u2〉, 〈u3〉, k и ε.
Постављени математички модел чини шест парциjалних диференциjалних
jедначина и то: jедначина континуитета (3.17), три Реjнолдсове jедначине
(3.18), jедначина за турбулентну кинетичку енергиjу (3.20) и jедначина за ди-
сипациjу (3.21). Оваj математички модел jе сада затворен, jер садржи шест
непознатих величина: 〈p∗〉, 〈u1〉, 〈u2〉, 〈u3〉, k и ε.
Концепт турбулентне вискозности се заснива на размени количине кретања тур-
булентних структура услед инерциjалног међудеjства флуидних делића у тим
турбулентним структурама. Размена енергиjе између турбулентних структура
се одвиjа под деjством колинеарних и неколинеарних флуктуираjућих брзина
флуидних делића. Турбулентна кинетичка енергиjа обухвата само утицаj коли-
неарних флуктуираjућих брзина (временске корелациjе колинеарних флуктуа-
циjа). Због тога, сходно Бусинесковоj хипотези изотропни део тензора турбу-
лентног напона коjи се формира од ТКЕ не зависи од неколинераних флуктуа-
циjа брзина. Као што jе већ наведено, jедан од главних недостатака стандардног
k − ε модела jе моделирање турбулентне вискозности као скаларне величине.
При томе се скаларна величина турбулентне вискозности моделира jедначинама
физичких процеса повезаних само са кинетичком енергиjом турбуленциjе, одно-
сно са колинеарним флуктуациjама брзина. Уколико су флуктуираjуће брзине
веће, утолико jе већа и турбулентна кинетичка енергиjа, а самим тим jе већа и
размена енергиjе између турбулентних структура, односно турбулентна виско-
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зност. Према овом концепту закључуjе се да jе за моделирање турбулентне ви-
скозности довољна само jедначина турбулентне кинетичке енергиjе, па се поста-
вља питање: зашто jе у моделирање уведена и jедначина дисипациjе? Одговор
на ово питање следи из моделске jедначине за турбулентну кинетичку енергиjу
(3.20), у коjоj се поjављуjе и дисипациjа као jедан од чланова. Поред дисипа-
циjе се у jедначини турбулентне кинетичке енергиjе поjављуjу и продукциони
и дифузиони члан, чиjе jе моделирање знатно jедноставниjе од дисипациjе, те
стога нису потребне посебне jедначине за моделирање ових чланова. Сада се
поставља питање: зашто jе дисипациjа уведена у израз за турбулентну виско-
зност ако jе турбулентна кинетичка енергиjа већ описана чланом коjи укључуjе
дисипациjу? Одговор на ово питање произлази из jедначина коjе физички опи-
суjу феномен турбулентне вискозности. Почетком 20. века Prandtl jе формирао
сопствени физички модел турбулентне вискозности заснован на теориjи о пу-










∣∣∣∣ = `m `m|∆t| = `mu∗, (3.23)
у коме jе `m− дужински, а u∗− брзински размер турбулентне размене.
Независно, Колмогоров (1942) и Prandtl (1945) су закључили да jе боље да се





где jе C бездимензиjска константа. При великим вредностима Реjнолдсовог
броjа турбулентни ток може да садржи турбулентне структуре (вртлоге) вели-
ког брзинског размера (u0), великог временског размера (t0) и великог дужин-
ског размера (l0). Ове турбулентне структуре су уjедно и извори кинетичке
енергиjе турбулентног тока. Временски размер великих турбулентних струк-






Велике турбулентне структуре су извор кинетичке енергиjе турбулентног тока,
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У складу са Ричардсоновом теориjом [94] о каскадном преносу енергиjе, тур-
булентне структуре великих размера губе кинетичку енергиjу у процесу ка-
скадног преноса на турбулентне структуре мањих размера. Код k − ε модела
турбуленциjе се мера губитка кинетичке енергиjе великих турбулентних струк-
тура изражава дисипациjом турбулентне кинетичке енергиjе, односно променом
турбулентне кинетичке енергиjе у времену. Стога jе размер дисипациjе турбу-
лентне кинетичке енергиjе великих турбулентних структура пропорционалан









Форма израза (3.25) може да се примени и на остале турбулентне структуре
мањих размера. Ако се израз (3.25) примени на турбулентне структуре за коjе












Коначно, заменом израза (3.27) и израза (3.24) у израз за турбулентну виско-






одакле следи израз за израчунавање турбулентне вискозности (3.1) и одговор на
постављено питање о присуству дисипациjе у изразу за турбулентну вискозност.
















Уочава се да jе примена израза (3.1) проблематична у зонама турбулентног
тока са приближно нултим вредностима дисипациjе (довољно далеко од зи-
дова). При спољашњем опструjавању обjеката често су нумеричким прорачу-
нима струjања захваћене зоне са овако малим вредностима дисипациjе, што
ограничава употребу стандардног k−ε модела у овоj класи струjања. При уну-
трашњим струjањима, коjима припада и струjање кроз прави конусни дифузор,
растоjања суседних зидова су таква да се при струjању углавном не ствараjу
зоне са проблематично малим вредностима дисипациjе. Ово jе jедан од разлога
због кога jе у овоj дисертациjи моделирање струjања у правим конусним дифу-
зорима засновано на двоjедначинском k − ε приступу. Стандардни k − ε модел
турбуленциjе, коjи припада групи линеарних модела турбуленциjе, не даjе до-
бре резултате у зонама струjног поља са анизотропним стањем турбулентних
напона. Због тога су у наставку анализирани и нелинеарни модели турбулен-
циjе од коjих jе jедан од савремениjих нелинеарних k − ε модела изабран као
репрезентативан пример, на чиjим jе анализама изложена суштина нелинеарних
модела турбуленциjе. Анализирани модел jе значаjан и због облика нелинеар-
ног дела напона коjи jе формиран при моделирању вихорног струjања.
3.3 Нелинеарни модели турбуленциjе
Линеарно моделирање анизотропног дела тензора турбулентног напона при-
меном Бусинескове хипотезе даjе слабе резултате у анизотропноj турбуленциjи.
Анизотропност турбулентног струjања се процењуjе анализом тензора анизо-
тропности [88] чиjе су компоненте дефинисане изразом (2.17). Из егзактне
транспортне jедначине турбулентних напона, коjа се изводи применом поступка


































коjа представља jедначину материjалне промене компоненти тензора анизо-
тропности. Поступак извођења ове jедначине су изложили Gatski and Jongen
[64], а срж изложеног поступка се састоjи у моделирању временске корелациjе
производа флуктуациjе притиска и флуктуациjе брзине деформисања (енгл.
pressure-strain rate correlation). Наведена корелациjа jе члан jедначине матери-
jалне промене турбулентних напона. У jедначини (3.31) коjа jе имплицитног
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Поред тога, у jедначини (3.31) се поjављуjе величина 〈Wij〉 коjа се при кретању
флуида у непокретном координатном систему своди на просечну угаону брзину
флуидног делића















и константе a1...a5 чиjе су вредности дате у раду [64].
Из jедначине (3.31) се уочава да анизотропност турбулентних напона за-
виси од просечних компоненти кинематичких тензора, дифузиjе и дисипациjе.
Ако се претпостави да се и дифузиjа и дисипациjа могу описати помоћу про-
сечних компоненти кинематичких тензора, онда се на основу jедначине (3.31)
закључуjе да jе анизотропност кинематичких турбулентних напона непозната
функциjа следећег облика
bij = f(〈Skl〉, 〈Wmn〉, τ). (3.39)
Суштина моделирања турбуленциjе алгебарским напонским моделима (ARSM),
експлицитним алгебарским напонским моделима (EARSM) и нелинеарним мо-
делима заснованим на турбулентноj вискозности (NLEVM), огледа се у примени
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различитих метода за одређивање компоненти тензора анизотропности.
Код ARSM модела турбуленциjе компоненте тензора анизотропности се мо-
делираjу имплицитном jедначином коjа jе слична jедначини (3.31), при чему се
материjални извод тензора анизотропности на левоj страни jедначине апрокси-
мира одређеним алгебарским изразом [48].
Уколико се за моделирање компоненти тензора анизотропности користи из-
раз у експлицитноj форми (3.39) онда такви модели припадаjу групи EARSM.
Полазну основу у развоjу EARSM jе поставио Pope [51] развоjем израза (3.39)
у полином у коме фигуришу компоненте кинематичких тензора. Уколико се
за моделирање тензора анизотропности користи само део општег развоjа коjи
jе формирао Pope и уколико се коефициjенти издвоjеног дела општег развоjа
описуjу применом турбулентне вискозности, онда се из EARSM модела доби-
jаjу NLEVM модели турбуленциjе. Лепу илустрациjу моделирања турбуленциjе
применом RANS методологиjе су дали Gatski and Jongen [64]. Ова илустрациjа












Слика 3.1: Сложеност и ефикасност RANS модела турбуленциjе [64].
Развоj функционалне зависности (3.31) у бесконачни полином, односно тен-












изложио jе Pope [51]. У облику тензора анизотропности (3.40) коефициjенти






запису 〈S〉αj , (αj) jе ознака за ред алгебарских операциjа над тензором S. Тен-
зорски полином (3.40) садржи бесконачну суму чланова у коjима производи
тензора иду до бесконачности, те стога тензорски полином у овом облику нема
практичну примену. Применом Cayley-Hamilton теореме [96] зависност (3.40)
се може свести на коначан тензорски полином чиjи се чланови изражаваjу ко-
начним броjем алгебарских операциjа. Према овоj теореми свака квадратна
матрица задовољава сопствену карактеристичну jедначину. Применом Cayley-





при чему су G(λ) коефициjенти полинома у виду функциjа чиjи су аргументи
инвариjанте тензора T (λ). Поступак израчунавања тензора T λ; λ = 1...10, изло-
жен je у раду [51]. Сви ови тензори су тензори другог реда, односно квадратне





Записивањем сваког од тензора T λ; λ = 1...10 у индексноj нотациjи и њиховом
заменом у тензорски полином (3.41) добиjа се следећи развиjени облик компо-









+G(6)(〈ωik〉〈ωkl〉〈Slj〉+ 〈Sik〉〈ωkl〉〈ωlj〉 − 2(IV)δij/3)
+G(7)(〈ωik〉〈Skl〉〈ωlp〉〈ωpj〉 − 〈ωik〉〈ωkl〉〈Slp〉〈ωpj〉)
+G(8)(〈Sik〉〈ωkl〉〈Slp〉〈Spj〉 − 〈Sik〉〈Skl〉〈ωlp〉〈Spj〉)








(IIIS) = 〈Skl〉〈Slm〉〈Smk〉 (3.44)
(IV) = 〈Skl〉〈ωlm〉〈ωmk〉
(V) = 〈Skl〉〈Slm〉〈ωmn〉〈ωnk〉
инвариjанте просечних кинематичких тензора. Jедначина (3.43) чини основу
EARSM модела турбуленциjе. Да би се формирао EARSM модел потребно jе
на неки начин одредити коефициjенте полинома G(1)...G(10). У зависности од
поступка одређивања ових коефициjената настаjу различити EARSM модели
турбуленциjе.
Oсновни поступак одређивања ових коефициjената, коjи се базира на тео-
риjи затварања проблема турбуленциjе моделима другог реда (енгл. second-
order closure theory), изложио jе Hellsten [71]. Оваj поступак се састоjи у фор-
мирању линеарног система jедначина по непознатим константама G(λ) приме-
ном егзактне jедначине материjалне промене турбулентних напона. Gatski and
Speziale [66], Girimaji [97] и Wallin and Johansson [70] су изложили своjе идеjе
за формирање EARSM модела турбуленциjе применом овог поступка.
Непознате константе G(λ) се могу одређивати и поступцима коjи се засни-
ваjу на теориjи затварања проблема турбуленциjе моделима првог реда (енгл.
first-order closure theory). У том случаjу израз (3.43) даjе нелинеарне моделе
турбуленциjе засноване на концепту турбулентне вискозности (NLEVM). Ако
се тада турбулентна вискозност моделира двоjедначинским моделима турбу-
ленциjе онда се формираjу двоjедначински NLEVM (наjчешће k − ε типа).
Wang and Thangam [82] су развили NLEVM k−ε типа за примену у вихорним
струjањима, при чему су добили следеће вредности коефициjената G:
G(1) = −C(1) νt
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νtτ
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2k (1 + Cτ 2〈ωij〉〈ωij〉)5/2
.
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Непознате константе C(1)...C(10) се одређуjу калибрисањем модела. Кон-
станта C има вредност 0,2 на основу истраживања Тhangam et al. [98]. Заменом
коефициjената (3.45) у израз (3.43) добиjа се прилично гломазан израз за изра-
чунавање тензора анизотропности. Чланови вишег реда полинома усложњаваjу
математички модел, а допринос ових чланова повећању тачности модела опада
са порастом њиховог реда. Због тога су Wang and Thangam занемарили чла-
нове полинома коjи имаjу више од три фактора кинематичких тензора и на таj
начин су добили следећи израз за компоненте тензора анизотропности
bij =− C(1)
νt
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2k (1 + Cτ 2〈ωij〉〈ωij〉)3/2
(〈ωik〉〈ωkl〉〈Slj〉+ 〈Sik〉〈ωkl〉〈ωlj〉 − 2(IV)δij/3).
Заменом горњег израза у израз (2.17) добиjа се израз за израчунавање компо-
ненти анизотропног дела тензора турбулентног напона. Ако се у том изразу
занемаре нелинеарни чланови, онда се он своди на следећу линеарну зависност
aij = −2C(1)
νt
(1 + Cτ 2〈ωij〉〈ωij〉)1/2
〈Sij〉 = −2ν∗t 〈Sij〉, (3.47)
коjа jе слична Бусинесковоj хипотези, односно изразу (2.25). Горњи израз се у
односу на Бусинескову хипотезу разликуjе у начину израчунавања турбулентне
вискозности, jер jе сада
ν∗t = C
(1) νt


















(1 + Cτ 2〈ωij〉〈ωij〉)3/2
.
Утицаj угаoнe брзине флуидних делића на турбулентну вискозност може да се
занемари ако се узме да jе C = 0 и C(1) = 1. Тада из првог израза (3.48) следи
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да jе ν∗t = νt. Заменом израза (3.48) у израз (3.46) добиjа се компактниjи израз







































(〈ωik〉〈ωkl〉〈Slj〉+ 〈Sik〉〈ωkl〉〈ωlj〉 − 2(IV)δij/3).
Ако се занемари утицаj угаоне брзине флуидних делића на турбулентну виско-
зност, онда jе као што jе већ речено ν∗t = νt, па се из горњег израза добиjа
























νt(〈ωik〉〈ωkl〉〈Slj〉+ 〈Sik〉〈ωkl〉〈ωlj〉 − 2(IV)δij/3).
У зависности од вредности константи C1...C5, калибрисањем се може извршити
прилагођавање општег облика NLEVM модела одређеноj класи турбулентног
струjања. Применом претходно изложеног поступка су настали броjни нели-
неарни модели турбуленциjе, коjи у суштини боље описуjу анизотропност од
линеарних модела. Ипак, за одређене класе струjања попут вихорног струjања,
постоjе изражени физички утицаjи коjи нису адекватно обухваћени применом
ових модела. Наиме, линеарни и претходно изложени нелинеарни модели турбу-
ленциjе припадаjу групи модела коjи затвараjу проблем турбуленциjе анализом
турбулентног струjања у датоj тачки и датом тренутку времена (енгл. single
point closure models). Овим моделима ниjе обухваћен утицаj стања флуида у
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околним тачкама (енгл. space nonlocality) и утицаj стања флуида у прошлим
тренуцима времена (енгл. temporal nonlocality или history effects) на струjање у
датоj тачки и датом тренутку времена. Другим речима, занемарен jе утицаj не-
локалне интеракциjе турбулентних струjних структура и анализа турбулентне
размене jе сведена само на локалну интеракциjу турбулентних структура. Ути-
цаjи нелокалних ефеката на динамику турбулентног струjања описуjу се про-
сторним и временским корелациjама и аутокорелациjама физичких величина,
коjе су, између осталог, делимично описане и у раду Novković [54]. Основе ути-
цаjа нелокалних ефеката нa поjедине чланове егзактне jедначине материjалне
промене турбулентних напона jе изложио Leschziner [99]. Утицаje нелокалних
ефекатa при турбулентном струjању jе теориjски истраживао Kraichnan [100]
применом статистичке теориjе апроксимациjе директне интеракциjе турбулент-
них струjних структура, тj. применом DIA теориjе (engl. Direct-Interaction
Approximation), коjу jе развио 1959. године [101]. Kraichnan jе раду [102] приме-
ном ове теориjе и Гринових функциjа извео имплицитне изразе за турбулентне
напоне у коjима фигуришу ефекти нелокалности. Robert Harry Kraichnan jе
био амерички теориjски физичар и jедан од последњих асистената Алберта Аjн-
штаjна. Срж Краихнанове DIA теориjе je концизно изложио Yoshizawa [103].
Наведена теориjа се састоjи у комбинованоj примени пертурбационе експан-
зиjе и процедуре ренормализациjе на флуктуираjући део jедначине промене
количине кретања преведен у таласно-временски домен применом Фуриjеове
трансформациjе. Новиjа истраживања нелокалних ефеката заснована на Кра-
ихнановоj теориjскоj анализи jе извео Hamba [104, 105].
3.4 Линеарни модели са анизотропном
турбулентном вискозности
Основа ових модела турбуленциjе, коjи су ретки, jе модификациjа Њутнове
хипотезе о вискозним напонима, односно Њутнове конститутивне jедначине
(2.27). Наведена модификациjа подразумева претпоставку да се компоненте
анизотропног дела тензора турбулентног напона могу изразити као линеарна





За разлику од молекуларне вискозности, турбулентна вискозност се у великом
броjу случаjева не може свести на изотропан тензор другог реда, као што jе то
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претпостављено у Бусинесковоj хипотези. Физичка анализа и моделирање свих
компоненти νijkm тензора турбулентне вискозности jе исувише захтеван посту-
пак. Значаjан утицаj на анизотропиjу турбулентне вискозности се може по-
стићи ако се претпостави да се тензор турбулентне вискозности може свести на
анизотропан тензор другог реда. Ако се претпостави да се тензор турбулентне
вискозности може свести на анизотропан тензор другог реда дат изразом (2.28),
онда се линeарна зависност (3.51) може свести на следећe изразe
a = −2 T · 〈S〉; aij = −2νik〈Skj〉. (3.52)
Овакву претпоставку су користили Kobayashi and Yoda [106], при чему су прет-
поставили да jе νik = νki, тj. да jе тензор турбулентне вискозности симетри-
чан тензор другог реда. Израз (3.52) представља значаjно поjедностављење
израза (3.51), коjе у одређеним случаjевима струjања може дати добре резул-
тате. Међутим, са инжењерске тачке гледишта, веза између анизотропног дела
тензора турбулентног напона и просечних компоненти тензора брзине дефор-
мисања коjа jе дата изразом (3.51), може се значаjно упростити занемаривањем
великог броjа компоненти тензора турбулентне вискозности. При томе се могу
задржати само оне компоненте тензора турбулентне вискозности коjе у датоj
класи струjања имаjу доминантан утицаj. Променама вредности ових компо-
ненти тензора турбулентне вискозности могу да се остваре значаjни утицаjи
на компоненте анизотропног дела тензора турбулентног напона. Ови утицаjи
су ефикасниjи од ефеката коjи се остваруjу увођењем нелинеарности у анизо-
тропни део тензора турбулентних напона, применом чланова коjи садрже про-
изводе кинематичких тензора вишег реда. Променом вредности компоненти
тензора турбулентне вискозности остваруjе се изражен утицаj на анизотропни
део тензора турбулентног напона, што омогућава значаjне модификациjе сте-
пена анизотропности овог тензора. У овоj чињеници се огледа срж предности
линеарних модела турбуленциjе заснованих на концепту анизотропне турбу-
лентне вискозности AEVM (eнгл. Anisotropic Еddy Visosity Models) у односу на
NLEVM моделе турбуленциjе.
Уколико се моделираjу струjања са веома израженом анизотропиjом турбу-
лентног напона, попут вихорних струjања, онда AEVM модели турбуленциjе
имаjу значаjну предност над нелинеарним моделима турбуленциjе. Оваj закљу-
чак jе између осталог потврђен и прорачунима коjи су урађени у оквиру ове ди-
сертациjе. Наjсавремениjим АЕVM моделима турбуленциjе припада и Хамбин
k − ε модел турбуленциjе коjи представља окосницу израде ове дисертациjе и
коjи jе детаљно описан у наставку.
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3.5 Хамбин k − ε модел турбуленциjе
Бусинескова хипотеза jе аналогна стандардноj хипотези дифузиjе градиjен-
тима концентрациjе (енгл. gradient diffusion hypothesis), односно првом Фиковом
(Fick) закону [107], према коме jе локални флукс материjе пропорционалан ло-










Изрази (3.53) и (3.54) су аналогни и имаjу локални карактер. Хипотезе локал-
ног карактера даjу при турбулентном струjању добре резултате ако су размери
турбулeнтних структура многоструко мањи од карактеристичних величина вре-
менски осредњеног турбулентног тока. Сви модели турбуленциjе засновани на
хипотезама локалног карактера даjу добре резултате само ако су карактери-
стични размери турбулeнтних структура коjима се обавља турбулентни пренос
неке физичке величине много мањи од растоjања на коме су приметне промене
градиjената те исте физичке величине [108].
У већини турбулентних струjања настаjу такве турбулентне струjне струк-
туре код коjих наведени услови нису испуњени. Физичко-математичко моде-
лирање утицаjа међудеjства таквих структура на динамику турбулентног стру-
jања jе сложен проблем услед њихове просторно-временске случаjности. Разли-
чите турбулентне структуре имаjу различите степенe просторно-временске слу-
чаjности, што додатно усложњава њихово моделирање. При одваjању гранич-
ног слоjа од зидова дифузора коjе углавном настаjе при безвихорном струjању
у дифузорима великих углова ширења, настаjу такве турбулентне структуре
код коjих jе просторно-временска случаjност изражена у великоj мери.
Вихор jе уређениjа турбулентна струjна структура великих размера, код коjе
jе просторно-временска случаjност просечних струjних вариjабли изражена у
мањоj мери. При вихорним струjањима у техничким уређаjима, вихор jе углав-
ном доминантна струjна структура коjа захвата главнину прорачунског домена
и коjа има пресудан утицаj на струjну слику. Наведене особине чине вихор по-
годним за теориjску анализу нелокалних ефеката применом одређених матема-
тичких алата Краихнанове DIA теориjе [101]. Хамбино теориjско истраживање
утицаjа просторно-временске нелокалности jе резултирало применом утицаjа
временске нeлокалности на вихорно струjање.
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При прорачуну вихорног струjања линеарним моделима турбуленциjе на-
стаjе проблем са прекомерном тубулентном вискозности (енгл. edyy viscosity
overprediction) у вихорном jезгру. Kobayashi and Yoda [106] су покушали прева-
зићи недостаке примене стандардног k − ε модела на вихорно jезгро путем три
основна правца деловања:
1. Модификациjом ε jедначине,
2. Проширивањем Бусинескове хипотезе додатком нелинеарног члана,
3. Моделирањем турбулентне вискозности као анизотропног симетричног
тензора другог реда.
Показали су да стандардни k − ε модел даjе слабе резултате у предвиђању
профила аксиjалне и обимске брзине у jезгру вихора. Применом предложеног
проширења Бусинескове хипотезе добили су незнатно бољи резултат. Значаjно
боље резултате су остварили применом моделирања тензора турбулентне ви-
скозности. Тензор турбулентне вискозности се веома тешко теориjски моде-
лира и углавном се његово теориjско моделирање своди на модел диjагоналног
изотропног тензора другог реда. Kobayashi and Yoda су тензор турбулентне
вискозности моделирали на основу експерименталних истраживања струjања у
вихорном jезгру коjе су извели Lilley and Chigier [109].
Yokoi and Yoshizawa су за нумерички прорачун вихорног струjања развили
троjeдначински k − ε − h модел турбуленциjе, у коме су поред турбулентне
кинетичке енергиjе и дисипациjе користили и турбулентну хеликоидност (енг.
turbulent helicity) дефинисану изразима
h = 〈u′ · ω′〉; ω′ = ∇× u′. (3.55)
Тестирањем модела на вихорном струjању у цеви Yokoi and Yoshizawa [110] су
применом развиjеног модела постигли боље резултате у предвиђању профила
обимске и аксиjалне брзине. Новиjа истраживања ефеката турбулентне хелико-
идности на прорачун вихорног струjања су извели Yoshizawa et al. [111] и Yokoi
et al. [112]. Хеликоидност (3.55), и просечна хеликоидност
H = 〈u〉 · 〈ω〉 = 0; 〈ω〉 = ∇× 〈u〉, (3.56)
су величине коjе су карактеристичне за вихорна струjања, али се оне не поjа-
вљуjу у jедначини материjалне промене турбулентних напона [65]. Сходно томе
тешко jе проценити краjње могућности доприноса хеликоидности побољшању
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тачности моделирања турбулентних напона. Због тога jе Хамба напустио тен-
денциjу примене хеликодности у моделирању турбулентних напона и потражио
алтернативу у моделирању нелокалних ефеката. При вихорном струjању у це-
вима и дифузорима значаjно jе изражен утицаj временске нелокалности [86].
Стога jе Хамба своjе наjновиjе истраживање [65] усмерио на утицаj временских
нелокалних ефеката на смањење турбулентне вискозности у jезгру вихора. При
томе jе извео егзактан израз за утицаj нелокалности на компоненте тензора тур-
булентног напона [65]


















∂〈uk〉(x′1, x′2, x′3, t′)
∂x′m
. (3.57)
Ако jе турбулентно струjање такво да су нелокални ефекти занемарљиви, онда
из горњег израза следи локални израз за тубулентне напоне [65]
〈u′iu′j〉(x1, x2, x3, t) = νijkm ·
∂〈uk〉(x1, x2, x3, t)
∂xm
, (3.58)
коjи jе аналоган Њутновоj хипотези о вискозним напонима, односно изразима
(2.27) и (3.51). Ако jе турбулентно струjање такво да су само просторни нело-
кални ефекти занемарљиви, онда се израз (3.57) своди на следећи израз
〈u′iu′j〉(x1, x2, x3, t) =
t∫
−∞
νNLijkm(x1, x2, x3, t; t




при чему jе увек t′ < t jер се анализира утицаj стања турбулентне структуре
у прошлим тренуцима времена t′ на стање турбулентне структуре у датом тре-
нутку времена t. Нелокалност коефициjената турбулентне вискозности у изразу
(3.57) Хамба jе дефинисао следећим изразом
νNLijkm(r, t; r
′, t′) =
(〈u′i(r, t)Gjk(r, t; r′, t′)u′m(r′, t′)〉+ 〈u′j(r, t)Gik(r, t; r′, t′)u′m(r′, t′)〉)
2
,
при чему су Gij(r, t; t′) Гриновe (Green) функциjе за флуктуациjе брзинe. Нело-
кална турбулентнa вискозност обухвата допринос градиjента просечне брзине у
некоj тачки (x′1, x′2, x′3) и неком тренутку времена t′ турбулентном напону у датоj
тачки (x1, x2, x3) и датом тренутку времена t [105]. Израз (3.59) у коме jе занема-
рен утицаj просторне нелокалности представља допринос градиjента просечне
брзине у свим претходним тренуцима времена турбулентном напону у посма-
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траном тренутку времена (енгл. history effect). Прорачун нелокалних ефеката у
турбулентним напонима према изразу (3.59) уз употребу нелокалне турбулентне
вискозности je сложен математички поступак услед поjаве Гринових функциjа
за флуктуациje компоненти брзине, коjе нису познате, а поступак њиховог одре-
ђивања кроз егзактну jедначину транспорта турбулентних напона jе веома сло-
жен. Како jедначина транспорта турбулентних напона служи као одредница за
унапређење модела турбуленциjе првог реда, Хамба jе претпоставио да се у овоj
jедначини криjе и временски нелокални утицаj коjи може да унапреди моделе
турбуленциjе првог реда. Применом горе изложених jедначина коjе описуjу ути-
цаj временске нелокалности на турбулентне напоне, Хамба jе добио зависност
турбулентних напона од Гринових функциjа. Непознате Гринове функциjе коjе
фигуришу у турбулентним напонима и коjе описуjу утицаj временске нелокал-
ности Хамба jе одредио заменом турбулентних напона у упрошћене jедначине
транспорта турбулентних напона формиране за осносиметрично вихорно стру-
jање у цеви. Изложеним поступком Хамба jе дошао до експлицитних израза за
компоненте анизотропног дела тензора турбулентног напона, коjе у себи садрже
ефекат временске нелокалности и коjе имаjу следећи облик [65]
hrr = −
2νtH













1 + 4 (ΩswτH)




2 (〈Srz〉+ ΩswτH〈Sϕz〉) , (3.60)
hϕϕ = −
2νtH














2 (−ΩswτH〈Srz〉+ 〈Sϕz〉) ,
hzz = −2νtH〈Szz〉.
У овим изразима νtH je Хамбина турбулентна вискозност, τH jе Хамбин времен-






















Cτ = 0,12, (3.64)
док jе код стандардног k − ε модела Cν = 0,09. Посматрањем Хамбиних jед-
начина за компоненте анизотропног дела тензора турбулентног напона (3.60)
уочава се да ове jедначине дефинишу линеарну везу између анизотропног дела
тензора турбулентног напона и просечних брзина деформисања у поларно-
цилиндричним координатама. Према томе, Хамбин модел припада групи ли-
неарних модела турбуленциjе, при чему због различитих вредности коефици-
jената коjи множе турбулентну вискозност оваj модел има анизотропан тензор
турбулентне вискозности, што значи да припада групи модела са анизотроп-
ном турбулентном вискозности (АЕVM). У случаjу безвихорног струjања, када
jе (Ωsw = 0), коефициjенти турбулентне вискозности у Хамбиним jедначинама
(3.60) постаjу jеднаки, па се тада оваj модел своди на линеарни RANS модел
са изотропном турбулентном вискозности, односно може да се сведе на стан-
дардни k − ε модел турбуленциjе. Да би се Хамбин k − ε модел у безвихорном
струjању свео на стандардни k − ε модел, у овоj дисертациjи jе усвоjено да jе
CνH = Cν = 0,09. Исту вредност за константу Cν je усвоjио и Хамба при про-
вери модела на тестном примеру вихорног струjања у цеви коjи jе формирао
Steenbergen [86]. Поред тога, Хамба jе при тестирању модела користио следећи





при чему jе fν пригушна функциjа за турбулентну вискозност. Како би се
Хамбин модел у безвихорном струjању свео на стандардни k − ε модел у овом
раду нису коришћене пригушне функциjе, због чега jе узето да jе fν = 1, тако
да jе
νtH = νt. (3.66)
Као што се може видети, Хамба jе експлицитне jедначине за компоненте анизо-
тропног дела тензора турбулентног напона (3.60) извео у поларно цилиндрич-
ном координатном систему. Да би се ове jедначине имплементирале у соф-
твер OpenFOAM чиjи су солвери програмирани за Декартове координате, не-
опходно jе извршити трансформациjу тензора напона из поларно-цилиндричних
у Декартове координате. Имплементациjа поларно-цилиндрично базираног мо-
дела турбуленциjе у софтвер OpenFOAM jе сложен математичко-програмерски
поступак, коjи jе детаљно изложен у следећем поглављу.
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4 Развоj модела k − ε diffuser и
имплементациjа у OpenFOAM
4.1 Трансформациjе тензора
Ако између скупа координата G неког физичког прорачунског домена и
скупа координата G′ истог тог физичког прорачунског домена постоjи биjек-
циjа, односно обострано jеднозначно пресликавање, онда свакоj тачки (x1, x2, x3)
скупа координата G одговара jедна и само jедна тачка (x′1, x′2, x′3) скупа коорди-
ната G′. Тензор другог реда се у скупу координата G може написати као сума
производа компоненти тензора и диjада базних вектoра тих координата [54]
A = Aijei ⊗ ej. (4.1)
Аналогно томе за координате (x′1, x′2, x′3) скупа координата G′ важи
A = A′kle
′
k ⊗ e′l, (4.2)
при чему су e′k, e′l базни вектори координата скупа G′. Из горње две jедначине
следи да jе
Aijei ⊗ ej = A′kle′k ⊗ e′l. (4.3)




e′i = qjiej. (4.5)
Косинуси углова коjе базни вектори координата скупа G граде са базним век-
торима координата скупа G′ су дати следећим изразом
qij = ei · e′j = cos^(ei, e′j) (4.6)
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e1 q11 q12 q13
e2 q21 q22 q23
e3 q31 q32 q33














Замeном израза (4.5) у израз (4.3) добиjа се
Aijei ⊗ ej = A′kle′k ⊗ e′l











Замeном израза (4.4) у израз (4.3) добиjа се
A′kle
′
k ⊗ e′l = Aijei ⊗ ej
= Aijqimem ⊗ qjnen
= qimqjnAijem ⊗ en
= qikqjlAijek ⊗ el,
одакле следи да jе
A′kl = qikAijqjl. (4.9)
Изрази (4.8) и (4.9) даjу биjективнo пресликавање између компоненти тензора у
скуповима координата G и G′. Ови изрази могу да се напишу у обjектноj форми
тензора уколико се примене одређене трансформациjе унутрашњег производа
тензора другог редa у индексноj нотациjи. Унутрашњи производ три тензора
другог реда може да се напише у индексноj нотациjи, при чему важе следеће
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релациjе
A ·B · C = AikBklClj,
A ·B · CT = AikBklCjl, (4.10)
A ·B · C = AkiBijCjl
AT ·B · C = AikBijCjl. (4.11)
Упоређивањем израза (4.10) са изразом (4.8) закључуjе се да je
A = q · A′ · qT. (4.12)
Исто тако, упоређивањем израза (4.11) са изразом (4.9) се добиjа да jе
A′ = qT · A · q. (4.13)
Овде треба истаћи да изрази (4.12) и (4.13) важе и за случаj када се скуп коорди-
ната G пресликава у скуп координата G′ ротациjом Декартовог координатног
система, jер се и у том случаjу ради о биjективном пресликавању. Ако су ei
базни вектори Декартовог координатног система, а e′i базни вектори поларно-
цилиндричног координатног система, онда важе следеће jедначине
ex = cosϕ · e′r − sinϕ · e′ϕ + 0 · e′z,
ey = sinϕ · e′r + cosϕ · e′ϕ + 0 · e′z, (4.14)
ez = 0 · e′r + 0 · e′ϕ + 1 · e′z,
због чега jе
qxr = ex · e′r = cosϕ; qxϕ = ex · e′ϕ = − sinϕ; qxz = ex · e′z = 0;
qyr = ey · e′r = sinϕ; qyϕ = ey · e′ϕ = cosϕ; qyz = ey · e′z = 0;
qzr = ez · e′r = 0; qzϕ = ez · e′ϕ = 0; qzz = ez · e′z = 1.
(4.15)

























Сагласно jедначини трансформациjе (4.13), било коjи тензор у поларно-
цилиндричном координатном систему се може изразити помоћу тензора у













































Слично томе, тензор у Декартовим координатама jе могуће изразити помоћу
тензора у поларно-цилиндричним координатама. Применом израза (4.12) до-













































4.2 Трансформациjа тензора турбулентног
напона
Да би се компоненте анизотропног дела тензора турбулентног напона, коjе jе
извео Хамба, примениле на прорачун вихорног струjања применом OpenFOAM
софтвера, потребно jе извршити одређене трансформациjе тензора турбулент-
ног напона. Поступак трансформациjе тензора турбулентног напона из jедног
у други координатни систем има jедну важну особину коjа се односи на изо-
тропни део тензора и коjа jе изложена у наставку.
Као што jе претходно изложено, турбулентни напони у Декартовим коорди-
натама се могу изразити помоћу компоненти турбулентних напона у поларно-
цилиндричним координатама. Полазећи од израза (2.18) добиjа се следећи из-
раз за компоненте турбулентног напона у Декартовим координатама
τij = 〈u′iu′j〉 =
2
3
kδij + aij (4.19)
i = x, y, z; j = x, y, z.
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kI + a. (4.20)
Множењем ове jедначине са леве стране тензором qT, а након тога са десне
стране тензором q, тензор турбулентног напона се трансформише у поларно-
цилиндричне координате
qT · τ · q = qT · 2
3




k · I · q = 2
3
k(qT · I · q) = 2
3




qT · τ · q = 2
3
kI + qT · a · q, (4.23)
одакле сагласно изразу (4.13) следи да jе тензор турбулентног напона у поларно-




kI + h, (4.24)
при чему je jединични тензор I исти као у изразу (4.20), али сада тензори τ
и h садрже поларно-цилиндричне компоненте напона. Дакле, из израза (4.24)
следи да се компоненте изотропног дела тензора напона не мењаjу при транс-




kδij + hij, (4.25)
i = r, ϕ, z; j = r, ϕ, z.
Тензорска jедначинa (4.24) има следећи развиjени облик
τrr τrϕ τrzτϕr τϕϕ τϕz
τzr τzϕ τzz
 =











у коме се на компоненте анизотропног дела тензора турбулентног напона могу
применити изрази (3.60) коjе jе извео Хамба. Да би се изрази (3.60) написали у






























Применом ових коефициjената Хамбине jедначине (3.60) се могу написати у
облику:
hrr = νtH(−K1〈Srϕ〉 −K7〈Srr〉 −K6〈Sϕϕ〉),
hrϕ = νtH(−K2〈Srϕ〉+K5〈Srr〉 −K5〈Sϕϕ〉),
hrz = νtH(−K3〈Srz〉 −K4〈Sϕz〉), (4.28)
hϕϕ = νtH(K1〈Srϕ〉 −K6〈Srr〉 −K7〈Sϕϕ〉),
hϕz = νtH(K4〈Srz〉 −K3〈Sϕz〉),
hzz = −2νtH〈Szz〉.
4.3 Разлагање Хамбиног тензора напона
На основу израза (4.28) може да се формира Хамбин тензор напона коjи
може да се разложи на два дела
h = νtH

−K1〈Srϕ〉 −K2〈Srϕ〉 −K3〈Srz〉 −K4〈Sϕz〉
−K2〈Srϕ〉 K1〈Srϕ〉 K4〈Srz〉 −K3〈Sϕz〉




−K7〈Srr〉 −K6〈Sϕϕ〉 K5〈Srr〉 −K5〈Sϕϕ〉 0











































Уочава се да je сада Хамбин тензор напона разложен на сабирке у коjима фи-
гуришу исте компоненте просечне брзине деформисања. То омогућава да се
сваки од сабирака у претходноj jедначини напише у облику унутрашњег прои-
звода тензора коефициjената турбулентне вискозности и диjагоналног тензора
припадне компоненте просечне брзине деформисања. Сходно томе, Хамбин





































































Са диjагоналним тензорима дате компоненте тензора просечне брзине де-
формисања се може лако манипулисати у софтверу OpenFOAM, jер се
ови тензори могу изразити помоћу jединичног тензора. У foam-extend-4.0
верзиjи софтвера OpenFOAM, коjа jе коришћена y овоj дисертациjи, jединични
тензор jе дефинисан у оквиру хедер фаjла TensorTemplateI.H чиjа jе путања
/home/user/foam/foam-extend-4.0/src/foam/lnInclude/TensorTemplateI.H.
У овом фаjлу су дефинисани и остали тензори коjи су коришћени за писање
постоjећих физичких jедначина у одређеним класама овог софтвера. Про-
блем при имплементациjи Хамбиног тензора напона (4.30) ствараjу тензори
коефициjената турбулентне вискозности. Наиме, ове тензоре ниjе могуће
написати у коду применом постоjећих тензора дефинисаних у хедер фаjлу
TensorTemplateI.H. Због тога jе Хамбин тензор (4.30) додатно разложен
применом jединичних диjада, при чему jе добиjен следећи облик овог тензора
h = νtH
−K1
1 0 00 0 0
0 0 0
−K2
0 1 00 0 0
0 0 0
−K2
0 0 01 0 0
0 0 0
+K1





0 0 10 0 0
0 0 0
+K4
0 0 00 0 1
0 0 0
−K3
0 0 00 0 0
1 0 0
+K4





0 0 10 0 0
0 0 0
−K3
0 0 00 0 1
0 0 0
−K4
0 0 00 0 0
1 0 0
−K3





1 0 00 0 0
0 0 0
+K5
0 1 00 0 0
0 0 0
+K5
0 0 01 0 0
0 0 0
−K6





1 0 00 0 0
0 0 0
−K5
0 1 00 0 0
0 0 0
−K5
0 0 01 0 0
0 0 0
−K7











Да би се овако разложен Хамбин тензор напона могао имплементирати у соф-
твер OpenFOAM извршена jе измена основног хедер фаjла TensorTemplateI.H
кода OpenFOAM. У овом фаjлу jе додат део кода коjи дефинише jединичнe ди-
jаде и коjи jе изложен у Прилогу П.III. Према овом додатку jединична диjада
"ТhreeTwo" jе тензор другог реда дефинисан изразом
ТhreeTwo(tensor::one) =




За остале диjаде "OneOne", "OneTwo", "OneThree" итд. важе изрази аналогни
изразу (4.32). Измена хедер фаjла TensorTemplateI.H не захтева компаjли-
рање, довољно jе само сачувати измене у овом фаjлу да би оне биле функцио-
налне при раду софтвера.
4.4 Имплементациjа Хамбиног тензора напона у
код OpenFOAM
Софтвер OpenFOAM jе софтвер отвореног кода намењен нумеричком ре-
шавању система парциjалних диференциjалних jедначина коjе описуjу физику
континуума. За нумеричке прорачуне динамике флуида у овом софтверу се ко-
ристи метода коначних запремина (енгл. Finite Volume Method) FVM, при чему
се за дискретизациjу прорачунског домена може користити структурирана или
неструктурирана прорачунска мрежа. Метода коначних запремина подразу-
мева примену физичких закона струjања у интегралном облику на сваку ћелиjу
мрежe. На таj начин се интегрални облици физичких закона струjања преводе
у алгебарскe облике у коjима фигурише одређени броj непознатих величина.
Свака ђелиjа има одређени броj непознатих физичких величина струjања. При
томе суседне ћелиjе на контактним површима имаjу заjeдничке непознате вели-
чине, што значаjно смањуjе укупан броj непознатих величина на целоj прора-
чунскоj мрежи. Непознате величине на ћелиjама прорачунске мреже формираjу
систем линеарних алгебарских jедначина, коjи се састоjи од великог броjа jедна-
чина. За непознате величине овог система jедначина резервишу се мемориjске
локациjе у RAM мемориjи рачунара. Формирани систем jедначина се може ре-
шавати директним или итеративним методама. У софтверу OpenFOAM се за
прорачуне струjања нестишљивог флуида може применити итеративни SIMPLE
алгоритам коjи jе, између осталог, описао и Novković [12] и коjи jе у овом раду
коришђен у оквиру simpleFoam солвера.
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Софтвер OpenFOAM се заснива на принципима обjектно ориjентисаног про-
грамирања и представља скуп C++ бибилотека коjе се, зависно од примене
софтвера, могу међусобно повезивати на различите начине. Примена обjектно
ориjентисаног програмског jезика пружа одличне могућности за измену и на-














Слика 4.1: Део структуре софтвера OpenFOAM са два нова модела.
тисаног програмирања одређене групе физичких jедначина коjе чине физичко-
математички модел струjања су у софтверу OpenFOAM испрограмиране у за-
себним модулима. Сходно томе, солвери и модели турбуленциjе предствљаjу
засебне модуле, коjи се у циљу нумеричког прорачуна струjања могу повезати
на различите начине.
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У модулу "Turbulence Models" су испрограмиране физичке jедначине поjе-
диних модела турбуленциjе. Како jе предмет овог рада имлементациjа новог мо-
дела турбуленциjе, то jе неoпходно да се изврши одређени програмерски захват
у оквиру модула "Turbulence Models". У оквиру овог модула налази се подмо-
дул коjи обухвата моделе турбуленциjе засноване на Реjнолдсовом приступу
осредњавања Навиjе-Стоксових jедначина и коjи се зове "RAS Turbulence".
У овом подмодулу се налазе подмодули поjедних модела турбуленциjе. Да би
се у софтвер OpenFOAM имплементирао нови модел турбуленциjе потребно jе
додати нови подмодул коjи се састоjи од изворног кода и хедер фаjла. У извор-
ном коду новог подмодула потребно jе написати нове jедначине за компоненте
тензора турбулентног напона. Нове jедначине jе потребно написати тако да се
нови модел турбуленциjе може повезати са постоjећим солверима.
Jедначина (4.24) и Хамбин тензор напона (4.31) дефинишу компоненте тен-
зора турбулентног напона jедног новог модела турбуленциjе, коjи не постоjи
у софтверу ОpenFOAM. Међутим, у овом софтверу постоjи низ модела тур-
буленциjе коjи се засниваjу на сличноj физичкоj методологиjи. На пример у
већини RAS модела турбуленциjе турбулентна вискозност jе моделирана дво-
jедначинским приступом. Хамба jе такође при дефинисању компоненти тен-
зора турбулентног напона користио двоjедначински приступ, сличан приступу
коjи jе примењен код стандардног k − ε модела, коjи већ постоjи у софтверу
ОpenFOAM. Како jе Хамбина турбулентна вискозност дефинисана на сличан
начин као и код стандардног k − ε модела, то jе аутору овог рада као полазна
основа за имплементациjу Хамбиног модела послужила класа kEpsilon.C, коjа
чини основу стандардног k−ε модела турбуленциjе. Због начина израчунавања
турбулентне вискозности нови имплементирани модел jе назван Хамбин k − ε
модел турбуленциjе. Овом моделу jе у коду додељен назив kEpsHam.
Поред тога, при имплементациjи Хамбиног модела коришђени су одређени
сегменети изворних кодова NonlinearKEShih.C и LienCubicKE.C постоjећих не-
линеарних модела турбуленциjе, пре свега делови кода коjи се односе на про-
грамирање нелинеарних компоненти анизотропног дела тензора турбулентног
напона. Због тога jе у класи kEpsHam.C Хамбиним напонима у Декартовим ко-
ординатама додељено име "nonlinStress". Дакле, имплементациjа Хамбиног
модела jе заснована на обjедињаваjу делова кодова линеарних и нелинеарних
модела турбуленциjе. Поступак имплементациjе Хамбиног модела додатно оте-
жаваjу процеси трансформациjе компоненти тензора из поларно-цилиндричних
у Декартове координате и обрнуто. Компоненте тензора турбулентног напона
у Хамбином k − ε моделу турбуленциjе су написане у поларно-цилиндричним
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координатама. Да би се ове jедначине имплементирале у софтвер OpenFOAM
потребно jе извршити трансформациjу тензора турбулентног напона (4.26) из
поларно-цилиндричног у Декартов координатни систем. Као што jе већ пока-
зано (при извођењу jедначине (4.24)), изотропни део тензора турбулентног на-
пона се не мења при трансформациjи тензора напона из Декартовог у поларно-
цилиндрични координатни систем. Може се доказати и да се изотропни део
тензора турбулентног напона не мења ни приликом трансформациjе тензора
турбулентног напона из поларно-цилиндричног у Декартов координатни си-
стем. Доказ се изводи множењем jедначине (4.24) са матрицама трансформа-
циjе (4.16). Сходно томе, при трансформациjи тензора турбулентног напона из
jедног у други координатни систем ниjе потребно вршити трансформациjу изо-
тропног дела овог тензора, већ jе потребно jе извршити само трансформациjу
анизотропног дела тензора турбулентног напона. Трансформациjа Хамбиног
тензора напона из поларно-цилиндричних у Декартове координате jе у коду
класе kEpsHam.C извршена командом
1 LTT_&(Hamba tensor)&RTT_
при чему jе LTT_= q и RTT_= qT (видети изразе (4.16)), а (Hamba tensor) jе
Хамбин тензор напона (4.31).
Компоненте просечне брзине деформисања у поларно-цилиндричном коорди-
натном систему нису дефинисане y софтверу OpenFOAM, а оне фигуришу у
компонентама Хамбиног тензора (4.31). Због тога jе ове компоненте тензора
просечне брзине деформисања потребно изразити у функциjи компоненти тен-
зора просечне брзине деформисања у Декaртовим координатама. Другим ре-
чима, потребно jе тензор брзине деформисања из Декартових координата транс-
формисати у тензор брзине деформисања у поларно-цилиндричним координа-
тама. Ова трансформациjа jе у коду класе kEpsHam.C извршена командом
1 Ltt_&(symm(gradU))&Rtt_
при чему jе сада Ltt_= qT и Rtt_= q (видети изразе (4.16)), а (symm(gradU)) jе
тензор просечне брзине деформисања у Декартовим координатама.
Као што се може видети у претходним наредбама су коришћени тензори транс-
формациjе координата, коjи такође не постоjе у софтверу ОpenFOAM. Због
тога су ови тензори испрограмирани у оквиру изворног кода kEpsHam.C. Тен-
зори трансформациjе координата су формирани сабирањем производа косинуса
углова и jединичних диjада. Тако jе на пример леви тензор трансформациjе




3 CosPhi_*OneOne(tensor ::one)+SinPhi_*OneTwo(tensor ::one)
4 -SinPhi_*TwoOne(tensor ::one)+CosPhi_*TwoTwo(tensor ::one)
5 +ThreeThree(tensor ::one)
6 ),
Истим поступком су формирани и остали тензори трансформациjе коjи се на-
лазе у коду kEpsHam.C.
Треба jош напоменути да цео изворни код kEpsHam.C мора имати променљиве
коjе су изражене у Декартовим координатама, да би се могао повезати са остат-
ком OpenFOAM кода коjи jе написан у Декартовим координатама. Због тога су
и вредности синуса и косинуса угла вектора положаjа ђелиjе у мрежи изражене





















Вектор просечне брзине jе у солверима дефинисан преко компоненти вектора
просечне брзине у Декартовим координатама, због чега jе и угаона брзина ви-
хора у изворном коду kEpsHam.C изражена у функциjи компоненти вектора
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Изворни код Хамбиног модела kEpsHam.C и хедер фаjл kEpsHam.H смештени су
у модул kEpsHam коjи чини Хамбин k − ε модел турбуленциjе и коjи jа на делу
структурне шеме OpenFOAM софтвера додат на локациjу коjа je уцртана на
већ наведеноj Сл. 4.1 на стр. 68 овог рада.
Изложеним поступцима jе омогућен интегрисани рад имплементираног мо-
дела и солвера у Декартовим координатама, иако jе анизотропни део тензора
турбулентног напона (Хамбин тензор напона) у изворном коду kEpsHam.C де-
финисан помоћу компоненти напона у поларно-цилиндричним координатама.
Овакав поступак омогућава да се нпр. променом вредности коефициjената (Ki)
у компоненти напона утиче на одређену поларно-цилиндричну компоненту ани-
зотропног дела тензора турбулентног напона, иако се цео прорачун динамике
струjања, односно рад солвера одвиjа у Декартовим координатама. Деловање
на изабрану поларно-цилиндричну компоненту напона ниjе могуће извести у
постоjећим имплементираним моделима софтвера OpenFOAM чиjи су тензори
турбулентног напона испрограмирани у Декартовим кооординатама. Због тога
су Хамбин модел и овде изложени поступак његове имплементациjе значаjни
за сваку анализу струjања у коjоj jе за моделирање напона погодниjе кори-
стити поларно-цилиндрични координатни систем, нпр. струjање у цевима, ди-
фузорима, аксиjалним турбинама итд. Наиме, изворни код kEpsHam.C и хедер
фаjл kEpsHam.H могу да послуже као програмерски шаблони за имплементациjу
компоненти анизотропног дела тензора напона било коjег AEVM или NLEVM
модела турбуленциjе. Ово jе значаjно за моделирање и нумеричке прорачуне
тубулентних струjања у струjним доменима цилиндричних облика, jер се изме-
рени турбулентни напони у оваквим случаjевима струjања приказуjу у поларно-
цилиндричном координатном систему.
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4.5 Развоj и имплементациjа новог модела k − ε
diffuser
Хамба jе развиjени модел тестирао [65] на вихорном струjању у правоj цеви
упоређивањем профила брзина и турбулентних напона са експерименталним ре-
зултатима коjе jе формирао Steenbegren [86]. При томе jе у одређеним мерним
пресецима постигао резултате коjи су бољи од резултата добиjених применом
стандардног k − ε модела. Међутим, Хамба у своjоj анализи [65] ниjе навео
назив CFD кода коjи jе користио при тестирању развиjеног модела.
У овом раду су нумеричким прорачуном применом Хамбиног k − ε модела
имплементираног у OpenFOAM на истом тестном примеру постигнути исти
ефекти коjе jе нумеричким прорачуном постигао Хамба. На таj начин jе потвр-
ђено да jе Хамбин k − ε модел тачно имплементиран у софтвер OpenFOAM.
При тестирању имплементираног Хамбиног k− ε модела на вихорном стру-
jању у правим конусним дифузорима, добиjени су за ниjансу лошиjи резултати
од резултата добиjених применом стандардног k − ε модела. Због тога jе ни-
зом нумеричких прорачуна и провера добиjених резултата извршена измена
одређених коефициjената у Хамбином k − ε моделу. Нумерички прорачуни и
провере добиjених резултата су вршене на правом конусном дифузору коjи jе
експериментално истраживао Čantrak [2]. При томе су анализирана два режима
вихорног струjања са различитом jачином вихора. На основу тога jе добиjена
нова вариjанта Хамбиног модела, коjа jе у коду софтвера OpenFOAM названа
kEpsDif. Ова вариjанта Хамбиног модела добро покрива режиме турбулент-
ног струjања у правим конусним дифузорима коjи се крећу у границама од
безвихорног струjања до вихорног струjања са умереном jачином вихора, при
вредностима Реjнолдсовог броjа 150000 < Re < 450000 оквирно.
Развиjена вариjанта Хамбиног модела jе имплементирана у софтвер
OpenFOAM помоћу подмодула kEpsDif у коме се налазе изворни код kEpsDif.C
и хедер фаjл kEpsDif.H коjи су дати у прилозима П.IV и П.V. У складу са
АЕVM методологиjом моделирања турбулентних напона, при анализи нуме-
ричких резултата прорачуна jе уочено да се одређени Хамбини коефициjенти
турбулентне вискозности Ki издваjаjу по утицаjу на профиле брзина при ви-
хорном струjању у правом конусном дифузору. При томе jе уочено да jе у jе-
згру вихора неопходно остварити значаjну разлику између коефициjената тур-
булентне вискозности коjи утичу на турбулентне напоне у аксиjалном правцу
и коефициjената турбулентне вискозности коjи утичу на турбулентне напоне у
обимском правцу. Наведена разлика у коефициjентима турбуленте вискозности
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коjа се при вихорном струjању у дифузору остваруjе применом Хамбиног мо-
дела, ниjе била довољна да се нумеричким прорачуном струjања на адекватан
начин предвиде профили брзина у аксиjалном и обимском правцу струjања.
Анализом добиjених резултата jе уочено да на расподелу брзинe у обимском
правцу наjвећи утицаj има деловање на компоненту hrϕ Хамбиног тензора на-
пона, моделирањем коефициjентаK2. Смањивање вредности овог коефициjента
у jезргу вихора доводи до пораста вредности обимске брзине у jезгру вихора.
На расподелу аксиjалне брзине у jезгру вихора наjвећи утицаj има деловање на
компоненту напона hrz моделирањем коефициjента K3. Међутим, како коефи-
циjент K3, сагласно изразима (4.28), фигурише и у компоненти напона hϕz, то
се његовом променом неконтролисано нарушава вредност ове компоненте на-
пона. Ова поjава доводи до значаjних проблема са конвергенциjом решења при
нумеричком прорачуну. Да би се превазишао наведени проблем, промењен jе
назив коефициjента K3 у компоненти напона hrz. У моделу k − ε diffuser оваj
коефициjент jе назван K8. Из истог разлога jе уведен коефициjент K9, како би
се деловало само на напон hϕϕ.
Из Хамбиних jедначина за компоненте анизотропног дела тензора турбу-
лентног напона (3.60) се уочава да ове компоненте напона зависе од временског
размера (τH) и угаоне брзине вихора (Ωsw) у датоj тачки струjног поља. То су
два параметра струjања коjи, у односу на стандардни k− ε модел, омогућаваjу
додатни утицаj на моделирање компоненти анизотропног дела тензора турбу-
лентног напона. Ови параметри се у jедначинама Хамбиних напона поjављуjу
као последица увођења временске нелокалности, односно као последица утицаjа
временски нелокалног турбулентног преноса између турбулентних структура.
Из израза за коефициjенте турбулентне вискозности (4.27) се уочава да прои-
звод временског размера и угаоне брзине вихора у датоj тачки струjног поља
формира бездимензиjски променљиви параметар, коjи jе при имплементациjи
модела назван параметар временске нелокалности коефициjената турбулентне
вискозности и коме jе у коду додељен назив ОТ_.
Из jедначина (4.27) се уочава да пораст вредности овог параметра смањуjе
вредност свих коефициjената турбулентне вискозности, изузев коефициjента
K6. Параметар ОТ_ при вихорном струjању у дифузору има приближно лине-
арну промену од нулте вредности на зиду дифузора до максималне вредности
у оси дифузора. Сходно томе, максимално смањење вредности већине коефи-
циjената турбулентне вискозности се према Хамбиним jедначинама остваруjе у
оси дифузора. При нумеричким прорачунима вихорног струjања у дифузору
и контроли резултата расподеле компоненти вектора брзине, уочено jе да ова
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тенденциjа смањивања већине коефициjената турбулентне вискозности са по-
растом параметра ОТ_ ниjе повољна. Наиме, низом нумеричких прорачуна и
контроле добиjених резултата jе уочено да у jезгру вихора треба додатно де-
ловати на компоненту напона hrϕ, да би се добило боље слагање нумеричких
и екперименталних резултата обимске брзине. Слично томе, да би се у jезгру
вихора постигло боље слагање нумеричких и екперименталних резултата ак-
сиjалне брзине, потребно jе додатно деловати на компоненту напона hrz. Под
утицаjем ових запажања формирани су нови изрази за израчунавање коефици-
jената K2 и K8. Oдступања између нумеричких и експерименталних вредности
компоненти брзине су зависна положаjа мерног пресека у дифузору. Због тога
jе у циљу постизања бољег слагања нумеричких и експерименталних резултата
у моделу kEpsDif уведена зависност коефициjената K2 и K8 од бездимензиjског
аксиjалног растоjања од улазног пресека до дате тачке струjног домена. Ово
растоjање у изворном коду kEpsDif.C има ознаку Z_/Cz_ и делуjе на коефици-
jенте K2 и K8 преко допунских коефициjената А_ и B_.
Коефициjенти А_ и B_ су непрекидне функциjе коjе у прорачунском домену
правог конусног дифузора мењаjу своjе вредности у зависности од бездимен-
зиjског аксиjалног растоjања од улазног пресека до дате тачке струjног домена.
Поред тога, као што се из кода може видети, коефициjенти А_ и B_ зависе од ве-
личина l_ и L_. Оваквим приступом jе употреба модела k−ε diffuser ограничена
само на струjне домене коjи се састоjе из цилиндричне уводне цеви дужине l_ и
дифузора дужине L_ и код коjих се осе цеви и дифузора увек мораjу поклапати





Слика 4.2: Карактеристичне коте правог консусног дифузора.
развиjени модел k−ε diffuser jе применљив само на струjање у правим конусним
дифузорима и цевним хидрауличним турбинама, при чему треба строго водити
рачуна о положаjу осе z и вредностима кота l_ и L_. Наведени модел jе разви-
jен на основу анализа нумеричких резултата прорачуна на дифузору за коjи jе
l_ = 90 [mm] и L_= 932 [mm] и коjи jе експериментално истраживао Čantrak [2].
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Зависност новоуведених коефициjената од бездимензиjских геометриjских па-
раметара дифузора обезбеђуjе да се модел k − ε diffuser можe применити на
било коjи дифузор. Ово су омогућиле наредбе из следећег листинга
1 bool kEpsDif ::read()
2 {
















Сходно овим наредбама, да би модел k − ε diffuser био применљив на било
коjи прави консусни дифузор, потребно jе у оквиру библиотеке за измену стан-
дардних коефициjената модела унети вредности за дужину l_ и дужину L_
изражену у метрима, за дифузор у коjем се врши нумерички прорачун стру-
jања. Развиjени модел k−ε diffuser jе поред дифузора коjи jе испитивао Čantrak
[2] тестиран на дифузору коjи jе експериментално истраживао Clausen [39] и на
Азадовом дифузору коjи jе експериментално истраживао Okwoubi [27]. При те-
стирању модела на Клаусеновом дифузору у део библиотеке RASProperties за














Уколико се у библиотеци RASProperties не унесу одговараjуће димензиjе
дифузора, онда оваj модел неће обезбедити конвергенциjу решења, или ће дати
jако лоше резлутате.
Као што jе већ наведено, Čantrak jе експериментална истраживања извео
за две jачине вихора. Током процеса развоjа модела k − ε diffuser уочено jе да
тачност нумеричког прорачуна вихорног струjања у дифузору значаjно зависи
од jачине вихора. Стога jе уведена зависност коефициjенaта K2 и K8 од jа-
чине вихора на улазном пресеку у дифузор. Jачина вихора се у датом пресеку























за нумеричко израчунавање jачине вихора у датом попречном пресеку дифу-
зора. На основу израза (4.33) у изворном коду kEpsDif.C jе додат део кода коjи
нумерички рачуна jачину вихора на улазном пресеку дифузора. Jачини вихора
на улазном пресеку дифузора jе додељено име SwS_ и њена вредност се у коду
рачуна следећим сетом наредби
1 // Recalculating Inlet Swirl Strenght
2 label myinlet = mesh_.boundaryMesh ().findPatchID("inlet");
3 const polyPatch& cPatch = mesh_.boundaryMesh ()[myinlet ];
4 const fvPatchVectorField& Uin = U().boundaryField ()[myinlet ];
5 const fvPatchScalarField& SinIN = SinPhi_.boundaryField ()[myinlet ];
6 const fvPatchScalarField& CosIN = CosPhi_.boundaryField ()[myinlet ];
7 const surfaceScalarField& magSf = mesh_.magSf ();
8
9
10 float IFR = 0.0;
11 float IEFzDir = 0.0;
12 float IEFPhiDir = 0.0;
13 float IEFzDirSmall_ = 0.001;
14
15 forAll(cPatch , facei)
16 {
17 IFR += (Uin[facei ].z())*magSf.boundaryField ()[myinlet ][ facei];
18 IEFzDir += pow(Uin[facei].z() ,3)*magSf.boundaryField ()[myinlet ][ facei];
19 IEFPhiDir += sqr(-Uin[facei].x()*SinIN[facei]+Uin[facei].y()
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20 *CosIN[facei ])*(Uin[facei].z())
21 *magSf.boundaryField ()[myinlet ][facei];
22 }
23
24 scalar t = time().value ();




29 SwS_=SwirlCalc(IEFzDir ,IEFPhiDir ,IEFzDirSmall_);
30 Info <<"SwirlCalc = "<<SwS_ <<endl;
31 std:: ofstream out("SwS.txt");





37 std:: ifstream in("SwS.txt");
38 float ss;
39 in >>ss;
40 Info <<"ss = "<<ss <<endl;
41 SwS_=ss;
42 }
У овом сету наредби jе IEFPhiDir =
∑
A








вредност запремиског протока флуида на улазу у дифузор. На краjу изворног
кода kEpsDif.C je додат следећи сет наредби
1 Info <<endl <<"You are using kEpsDif model:"<<endl;
2 Info <<endl <<l_ <<endl;
3 Info <<L_<<endl;
4 Info <<Ctau_ <<endl;
5 Info <<"InFlowRate = "<<IFR <<" m^3/s"<<endl;
6 Info <<"InEnFluxZdir = "<<IEFzDir <<" m^5/s^3"<<endl;
7 Info <<"InEnFluxPhiDir = "<<IEFPhiDir <<" m^5/s^3"<<endl;
8 Info <<"SwS = "<<SwS_ <<endl <<endl <<endl;
Оваj сет наредби омогућава:
-контролу унетих геометриjских параметара дифузора,
-контролу параметара коjи се користе за прорачун jачине вихора,
-контролу jачине вихора,
исписивањем њихових вредности на монитору рачунара током сваке итерациjе.
Развиjени модел jе приликом тестирања на расположивим тестним примерима
радио подjеднако стабилно при сериjском и при паралелном процесирању, при
чему jе у свим случаjевима тестирања остварена одлична конвергенциjа ре-
шења.
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5 Резултати нумеричких прорачуна
Jедан од циљева ове докторске дисертациjе jе побољшање тачности нумерич-
ког прорачуна вихорног струjања у правим конусним дифузорима. У складу са
тим, у претходноj глави jе обjашњена процедура развоjа и имплементациjе новог
модела турбуленциjе k − ε diffuser. Укратко, у код OpenFOAM jе прво импле-
ментиран Хамбин k−ε модел турбуленциjе, коjи jе намењен за прорачун вихор-
ног струjања у цевима. Потом су извршене значаjне модификациjе Хамбиног
модела у циљу формирања новог модела турбуленциjе. У оквиру ове главе jе
наjпре извршена провера правилне имплементациjе Хамбиног модела турбулен-
циjе на примеру вихорног струjања у цеви, а након тога jе извршено тестирање
и анализа резултата новог модела k − ε diffuser на принудно-потенциjалном
вихорном струjању у правом конусном дифузору, коjе jе експериментално ис-
траживао Čantrak [2]. Потом jе извршено тестирање развиjеног модела k − ε
diffuser на тестним примерима вихорног струjања у Клаусеновом и безвихорног
струjања у Азадовом дифузору.
5.1 Тестирање имплементираног Хамбиног k − ε
модела на Стинбергеновоj цеви
Тачност поступка имплементациjе компоненти Хамбиног тензора напона
у софтвер OpenFOAM jе проверена на вихорном струjању у правоj кружноj
цеви, коjе jе експериментално истраживао Steenbergen [86]. При томе су ну-
мерички и експериментално добиjени резултати упоређени за случаj принудно-
потенциjалног вихорног струjања у правоj кружноj цеви. Хамба jе изведене
компоненте анизотропног дела тензора турбулентног напона свог модела тести-
рао на прорачуну наведеног вихорног струjања, при чему jе делимично описао
граничне услове коjе jе користио, а податке о прорачунскоj мрежи и коришће-
ном софтверу ниjе навео [65]. Поред тога, Хамба jе турбулентну вискозност
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моделирао применом k − ε модела намењеног за мале вредности Реjнолдсовог
броjа. При томе jе за моделирање турбулентне вискозности и дисипациjе ко-
ристио између осталог и пригушне функциjе (енгл. damping function). Како
jе аутор ове дисертациjе имао намеру да се Хамбин модел турбуленциjе при
безвихорном струjању сведе на стандардни k − ε модел, то jе у овоj дисерта-
циjи турбулентна вискозност моделирана применом стандардног k − ε модела
турбуленциjе. Због недоступности података о софтверу, примењеноj мрежи
и граничним условима, као и због разлике у моделирању турбулентне виско-
зности, може се очекивати извесна разлика између резултата коjи jе постигао
Хамба и резултата коjе ће остварити аутор ове дисертациjе. Ипак, компоненте
имплементираног тензора напона, коjе манифестуjу физички процес утицаjа
временске нелокалности на прорачун струjања, су исте у оба тестирања. Због
тога се може очекивати да се при тестирању Хамбиног модела коjи jе имплемен-
тиран у софтвер ОpenFOAM у jезгру вихора постигну исти физички утицаjи
на поље брзине коje jе постигао Хамба у своjим прорачунима.
5.1.1 Опис тестног примера и гранични услови
Тестни пример вихорног струjања у правоj цеви je формирao Стинберген
применом испитне инсталациjе чиjи jе главни део приказан на Сл.5.1 и коjа
се састоjи од цеви пречника D = 2R = 70 mm и генератора вихора. Генера-
тор вихора jе конвергентни струjни домен у коjи су радиjално уграђене ло-
патице коjе омогућаваjу формирање принудно-потенциjалног вихора у цеви.
При томе се jедан део струjе флуида аксиjално убрзигава у jезгро вихора по-
моћу централне млазнице, како би се спречио настанак повратног струjања у
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Слика 5.1: Главни део Стинбергенове испитне инсталациjе [86].
Мерења jе извео применом ласер доплер анемометриjе (LDA) у више пресека
низструjно од генератора вихора, као што jе то приказано на Сл.5.1. При ме-
рењима jе користио модификовани поларно-цилиндрични координатни систем























Слика 5.2: Стинбергенов мерни координатни систем [86].
jе за радиjалну компоненту вектора брзине (ur) користио ознаку ознаку (v), за
обимску компоненту (uϕ) jе користио ознаку (w), a za аксиjалну компоненту
(uz) jе користио ознаку (u). У Стинбергенoвом модификованом координатном
систему, коjи je приказан на Сл.5.2 б), ознаке за компоненте вектора брзине
су исте али обимска и радиjална компонента брзине у струjном домену мењаjу
предзнаке при истом смеру вихора. Стинберген jе у модификованом коорди-
натном систему користио негативне вредности за радиjалну координату, што
jе математички неоубичаjено. Како би се избегла овa математичка неусагла-
шеност и евентуалне грешке при упоређивању нумеричких и експерименталних
резултата, аутор овог рада jе Декартов координатни систем поставио тако да се

















Слика 5.3: Координатни систем за упоређивање нум. и експ. резултата.
таj начин Стинбергеновоj компоненти брзине (v) одговара компонента брзине
(ux), компоненти брзине (w) одговара компонента брзине (uy), а компоненти бр-
зине (u) одговара компонента брзине (uz). При томе се, кaо што je то показано
на Сл.5.3, координата (x) поклапа са Стинбергеновим радиjалним правцем, ко-
ордината (y) се поклапа са обимским правцем, а координата (z) се поклапа са
аксиjалним правцем.
Део струjног домена Стинбергенове испитне инсталациjе од пресека
z/D = 4,3 до z/D = 54,3 jе искоришћен за формирање тестног примера за
проверу резултата нумеричког прорачуна струjања. При томе су значаjне ек-
сперименталне вредности измерене у пресеку z/D = 4,3 jер су ове вредности
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Табела T.1: Мрежа и гранични услови Стинбергеновог тестног примера.
WALL
INLET OUTLET
Тип мреже: Структурирана Броj ћелиjа: 307200 Дужина:50D
Радни флуид: Вода ν = 10−6 m2/s Re = 300000 〈uz〉sr = 4,286 m/s














(0,0,0); zeroGradient; kqRWallFunction; epsilonWallFunction;
OUTLET zeroGradient;
fixedValue;
uniform 0; zeroGradient; zeroGradient;
искоришћене за формирање граничних услова на улазном пресеку цеви. Да-
кле, између пресека z/D = 4,3 и z/D = 54,3 применом модула blockMesh соф-
твера OpenFOAM jе формирана прорачунска мрежа. Карактеристике форми-
ране мреже и гранични услови помоћу коjих jе извршен нумерички прорачун
су приказани у табели T.1. Гранични услов за брзину на улазном пресеку ди-
фузора jе формиран помоћу неуниформних листа вредности три компоненте
вектора брзине коjе су измерене у пресеку z/D = 4,3. Гранични услов за
ТКЕ (k) на улазном пресеку дифузора jе формиран на основу измерених вред-
ности нормалних напона. Гранични услов за дисипациjу на улазном пресеку
дифузора jе формиран на основу измерене ТКЕ применом израза (3.30), при
чему jе претпостављено да jе дужински размер `m = 0, 02D оквирном проценом
према расположивим препорукама [113], [114] и вредности Реjнолдсовог броjа
Re = 300000, за коjи jе извршено ово тестирање. У табели T.2 су дате вред-
ности струjних вариjабли на улазном пресеку цеви, односно у мерном пресеку
z/D = 4, 3 добиjене скенирањем Стинбергенових диjаграма [86]. На основу
података коjи су дати у табели T.2, нумеричким интеграљењем jе израчу-
ната средња вредност турбулентне кинетичке енергиjе на улазном пресеку цеви
ksr = 0, 139 J/kg и средња вредност интензитета вектора просечне брзине на
улазном пресеку цеви 〈u〉sr = 4, 271 m/s. На основу ових вредности jе изра-
чуната средња процентуална вреднoст интензитета турбуленциjе на улазном




ksr/〈u〉sr = 7, 13 %. Према табели T.2 су формиране
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Табела T.2: Гранични услови на улазном пресеку Стинбергенове цеви.
x [m] 〈ur〉 [m/s] 〈uϕ〉 [m/s] 〈uz〉 [m/s] p [Pa] - x [m] k [J/kg] ε [J/kgs]
-0,0350 0 0,000 0,000 -0,0350 0,0000 0,0000
-0,0345 0 1,130 3,635 -0,0329 0,1426 6,3224
-0,0297 0 0,996 4,089 -0,0313 0,1278 5,3595
-0,0266 0 0,956 4,340 -0,0291 0,1204 4,9060
-0,0232 0 1,036 4,617 -0,0268 0,1163 4,6560
-0,0201 0 1,172 4,754 -0,0236 0,1104 4,3034
-0,0166 0 1,386 4,765 -0,0215 0,1092 4,2364
-0,0133 0 1,677 4,713 -0,0188 0,1129 4,4512
-0,0098 0 2,160 4,552 -0,0163 0,1248 5,1730
-0,0065 0 2,760 4,065 -0,0124 0,1621 7,6588
-0,0035 0 3,090 2,855 -0,0092 0,2372 13,556
-0,0013 0 2,182 1,753 -0,0053 0,4000 29,783
0,0002 0 0,966 1,230 zeroGradient -0,0026 0,5716 50,722
0,0022 0 -1,912 1,701 0,0002 0,5677 50,199
0,0044 0 -3,225 2,480 0,0031 0,5842 52,415
0,0660 0 -2,973 3,530 0,0061 0,4019 29,903
0,0100 0 -2,373 4,364 0,0096 0,2373 13,568
0,0130 0 -1,909 4,618 0,0127 0,1668 7,9946
0,0163 0 -1,560 4,765 0,0160 0,1423 6,2995
0,0198 0 -1,288 4,749 0,0192 0,1166 4,6751
0,0229 0 -1,094 4,624 0,0223 0,1031 3,8862
0,0264 0 -0,997 4,445 0,0263 0,1026 3,8586
0,0295 0 -0,938 4,230 0,0292 0,1129 4,4523
0,0345 0 -0,937 3,635 0,0328 0,1378 6,0052
0,0350 0 0,000 0,000 0,0350 0,0000 0,0000
листе вредности струjних вариjабли на основу коjих су постављени гранични
услови на улазном пресеку цеви. При прорачуну применом kOmegaSST модела










Нумерички прорачуни струjања су извршени применом четири различита мо-
дела турбуленциjе, три постоjећа у софтверу OpenFOAM и Хамбиног k− ε мо-
дела коjи jе у оквиру ове дисертациjе имлементиран у софтвер OpenFOAM. Од
постоjећих модела примењена су два LEVM (k− ε и k−ω SST) и jедан NLEVM
(Lien cubic k−ε ). Наведени модели су примењени како би се показала предност
Хамбиног AEVM модела у односу на LEVM и NLEVM моделе при прорачуну
вихорног струjања у цеви. Тачност прорачуна поља брзине применом Хамбиног
модела jе зависна од Хамбиног временског размера (3.61), односно од вредно-
сти константе Cτ . При прорачуну овог тестног примера применом Хамбиног
модела, урађено jе више нумеричких прорачуна за различите вредности кон-
станте Cτ . При томе jе вредност константе Cτ мењана преко дела библиотеке






Наjбоље слагање нумеричких и експерименталних вредности поља брзине jе
добиjено за вредност Cτ = 0, 650. На овом тестном примеру, при Re = 50000,
Хамба jе наjбоље слагање резулата постигао са Cτ = 0, 182.
5.1.2 Параметри нумеричког прорачуна и конвергенциjа
решења
Нумерички прорачуни струjања су извршени на радноj станици HP-Z6-G4
применом паралелног процесирања на 16 процесорских jезгара. Просечно време
траjања прорачуна до достизања жељене тачности jе за сваки од примењених
модела износило приближно 10 min. При прорачуну су коришћене нумеричке
шеме дискретизациjе приказане у табели T.3.



















Како би се обезбедила што боља нумеричка стабилност прорачуна извршено
jе одговараjуће подешавање параметара солвера. За притисак jе коришћен PCG
солвер са DIC прекондиционером, док jе за брзину и величине турбуленциjе ко-
ришћен smoothSolver са Гаус-Заjделовом методом за пригушивање компоненти
високих фреквенциjа вектора грешке при итеративном прорачуну. Тачност про-
рачуна jе задата, тако jе вредност толеранциjе резидуала за поље притиска
10−7, за поља брзине и величина турбуленциjе 10−8. При томе jе релативна
толеранциjа за поље притиска подешена на 0,01, а за остале физичке вели-
чине на 0,1. При нумеричким прорачунима jе за притисак и брзину коришђен
подрелаксациони фактор 0,4, док jе за ТКЕ и дисипациjу коришћен подрелак-
сациони фактор 0,7. Са овим подешавањима и применом солвера simpleFoam
je постигнута одлична конвергенциjа решења за сва четири коришћена модела










































































































Слика 5.7: LienCubicKE модел.
На основу тога може да се закључи да се анализирано струjање може до-
бро апроксимирати увођењем претпостaвке о његовоj стационарности. Посма-
трањем диjаграма конвергенциjе решења уочава се да брзина конвергенциjе
решења зависи од сложености модела турбуленциjе. Оба линеарна модела су
бржиjе конвергирала. Брзине конверегенциjе имплементираног Хамбиног k− ε
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модела и постоjећег нелинеарног Lien cubic k − ε модела су сличне, jер ови мо-
дели имаjу сличну математичку сложеност. На усложњавање прорачуна при-
меном имплементираног Хамбиног k−ε модела значаjно утичу поступци транс-
формациjе тензора напона и тензора просечне брзине деформисања из jедног у
други координанти систем.
5.1.3 Контрола бездимензиjске координате y+
Као што се може видети у претходноj табели T.1, при нумеричком прорачуну
струjања у близини зида су коришћене стандардне зидне функциjе. Да би се
применом стандардних зидних фукциjа постигли валидни резултати прорачуна





буде у прописаним границама 30 < y+ < 100. Промена вредности y+ добиjена
применом коришћених модела турбуленциjе jе приказана на Сл.5.8.
















Слика 5.8: Расподела y+ добиjена различитим моделима турбуленциjе.
Као што се из Сл.5.8 може видети расподела бездимензиjске координате y+
се налази у прописаним границама, што значи да jе дебљина првог слоjа мреже
у близини зида добро одређена. Посматрањем Сл.5.8 се уочава да нелинеарни
модел Lien cubic k − ε и имплементирани Хамбин k − ε модел даjу другачиje
расподелe бездимензиjске координате y+ од расподела коjе се добиjаjу применом
модела k−ε и k−ω SST. Раподела бездимензиjске координате y+ се код модела
Lien cubic k−ε и имплементираног Хамбиног k−ε модела поклапаjу са обликом
струjница коjи се генерише вихорним струjањем.
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5.1.4 Резултати прорачуна поља брзине
Нумеричким прорачуном струjања je добиjено векторско поље брзине у
струjном домену Стинбергенове цеви. При томе jе због физичке природе овог
струjања вредност радиjалне компоненте вектора просечне брзине струjања за-
немарљива, док аксиjална и обимска компонента имаjу значаjне вредности.
Вредности ових компоненти брзине имаjу изражену промену у радиjалном и
аксиjалном правцу, док jе њихова промена у обимском правцу занемарљива.
Због тога се ово струjање може добро апроксимирати увођењем претпоставке о
осносиметричном струjању у меридиjанскоj равни. Иако се ово струjање може
сматрати осносиметричним струjањем, нумерички прорачуни струjања у овом
раду су ипак извршени на тродимензионалноj прорачунскоj мрежи. Резултати
мерења поља брзине коjа jе извео Стинберген недвосмислено показуjу да се
струjање у овоj цеви може добро апроксимирати претпоставком о осносиметич-
ности поља брзине. Нумеричким прорачунима струjања у овоj цеви добиjене
су аксиjална и обимска компонента вектора просечне брзине струjања чиjе су














































































































































































































































































































Слика 5.9: Расподела аксиjалне и обимске компоненте брзине дуж x осе.
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Посматрањем диjаграма на Сл.5.9 уочава се да Хамбин k − ε модел даjе
боље резултате од осталих тестираних модела. При томе jе предност Хамбиног
k − ε модела над линеарним моделима турбуленциjе значаjниjе изражена.
Нелинеарни модел Lien cubic k− ε адекватниjе предвиђа поље брзине при овом
струjању од линеарних модела k − ε и k − ω SST, али су резулати добиjени
применом Хамбиног k − ε модела значаjно бољи. Сличне ефекте у погледу
адекватниjег предвиђања расподеле аксиjалне и обимске брзине остварио jе
Хамба тестирањем модела у Стинбергенoвоj цеви при Re = 50000. Хамба jе при
тестирању дао само резултате добиjене нумеричким прорачуном струjања у
пресеку z/D = 11,5 коjи су у изворном стању приказани приказани на Сл.5.10.
Уочава се да вихор у Хамбином тестирању модела има позитиван математички
Слика 5.10: Хамбини резултати у пресеку z/D = 11,5 при Re = 50000 [65].
смер и да jе супротно усмерен од вихора коjи jе користио аутор овe дисертациjе
и коjи има негативан математички смер. Негативан математички смер вихора
коjи jе користио аутор ове дисертациjе jе у складу са Стинбергеновим експе-
рименталним истраживањем [86]. Разлог за поjаву ове разлике у смеровима
вихора лежи у чињеници да jе Хамба своjу теориjску анализу при извођењу
jедначина модела базирао на анализи вихора са позитивним математичким
смером. Због тога се подразумева да jе обимска брзина, односно угаона
брзина вихора у Хамбиним jедначинама за напоне (3.60) позитивна величина.
Наведена претпоставка о вихору са позитивним математичким смером може да
доведе до великих грешака у прорачуну, уколико се jедначине (3.60) примене
на вихор са негативним математичким смером. Наиме, из jедначина (3.60)
jе очигледно да оне даjу потпуно различите вредности напона за негативну
вредност угаоне брзине вихора, што доводи до парадокса према коме jе
физика вихора зависна од смера вихора. Како би избегао проблем са нега-
тивном угаоном брзином вихора, Хамба jе при свом тестирању променио смер
Стинбергеновог вихора. Да би се избегла зависност Хамбиног модела од смера
вихора, аутор ове дисертациjе jе угаону брзину вихора у коду рачунао помоћу
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апсолутне вредности обимске брзине. На таj начин jе задржана физичка
суштина Хамбиних jедначина за оба смера вихора. На тачност прорачуна ди-
намике струjног поља применом Хамбиног k − ε модела пресудан утицаj имаjу
Хамбини коефициjенти турбулентне вискозности. Због тога jе од интереса
приказати каква jе промена ових коефициjената у анализираном струjном пољу.
5.1.5 Расподела коефициjената турбулентне вискозности
Посматрањем израза за коефициjенте турбулентне вискозности (4.27) уо-
чава се да су они зависни од угаоне брзине вихора и Хамбиног временског
размера. Угаона брзина вихора jе зависна од поља брзине, а Хамбин временски
размер jе зависан од поља ТКЕ и поља дисипациjе. На основу тога може да
се закључи да су коефициjенти турбулентне вискозности скаларна бездимен-
зиjска поља. Ова поља имаjу значаjан утицаj на поље турбулентног напона,
преко коjег утичу на тачност нумеричког прорачуна динамике струjања. Да
би се извели закључци о утицаjима коефициjената турбулентне вискозности на
прорачун динамике вихорног струjања, на следећоj страници, на Сл.5.11, дати
су диjаграми промене ових коефициjената добиjени нумеричким порорачуном
струjања у Стинбергеновоj цеви. На основу ових диjаграма може да се изложи
суштина утицаjа Хамбиних jедначина на моделирање физике вихорног стру-
jања. Из jедначина Хамбиних напона (4.28) и jедначина коефициjената тур-
булентне вискозности (4.27), при безвихорном струjању (Ωsw = 0) се добиjаjу
jедначине за компоненте анизотропног дела тензора турбулентног напона:
hrr = −K7νt〈Srr〉 = −2νt〈Srr〉 = arr,
hrϕ = −K2νt〈Srϕ〉 = −2νt〈Srϕ〉 = arϕ,
hrz = −K3νt〈Srz〉 = −2νt〈Srz〉 = arz, (5.3)
hϕϕ = −K7νt〈Sϕϕ〉 = −2νt〈Sϕϕ〉 = aϕϕ,
hϕz = −K3νt〈Sϕz〉 = −2νt〈Sϕz〉 = aϕz,
hzz = −2νt〈Szz〉 = azz,
кoje одговараjу било коjем линеарном RANS моделу турбуленциjе са изотроп-
ном турбулентном вискозности, односно одговараjу моделима коjи се базираjу
на Бусинесковоj хипотези о турбулентним напонима. У зависности од начина
моделирања турбулентне вискозности у jедначинама (5.3), проистекли су разли-
чити линерни модели турбуленциjе (k−ε, k−ω итд.). На основу jедначина (5.3)
може да се закључи да на моделирање турбулентног струjања применом лине-
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арних модела турбуленциjе утичу само коефициjенти K2, K3 и K7 коjи су под
претпоставком изотропне турбулентне вискозности међусобно jеднаки и имаjу
броjну вредност 2. Посматрањем диjаграма на Сл.5.11 уочава се да Хамбин
модел турбуленциjе за вихорно струjање има овакво стање ових коефициjената































































































































Слика 5.11: Расподела Хамбиних коефициjената у Стинбергеновоj цеви.
Дакле, на основу диjаграма на Сл.5.11, може да се закључи у чему jе су-
штинска разлика у примени Хамбиног модела турбуленциjе и линеарних модела
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турбуленциjе са изотропном турбулентном вискозности на прорачун вихорног
струjања. Код линеарних модела турбуленциjе са изотропном турбулентном ви-
скозности постоjе само коефициjенти K2, K3 и K7 коjи су међусобно jеднаки и
у целом струjном домену и имаjу константну вредност 2. Код Хамбиног модела
турбуленциjе ови коефициjенти имаjу значаjну промену у радиjалном правцу
и смањуjу се идући од зида ка оси цеви. При томе, као што се може видети
из jедначина (5.3) коефициjент K7 утиче само на напоне arr и aϕϕ. Полазећи
од дефинициjе брзина деформисања у поларно-цилиндричном координатном















Како jе показано да се струjање у Стинбергеновоj цеви може сматрати осно-
симеричним струjањем са занемарљивом радиjалном брзином, то напони arr
и aϕϕ на десним странама горњих двеjу jедначина немаjу значаjан утицаj на
динамику вихорног струjања. Сходно томе, са становишта линеарних модела
турбуленциjе са изотропном турбулентном вискозности, односно са становишта
jедначина (5.3), коефициjент K7 има значаjно мањи утицаj на моделирање ди-
намике овог струjања од коефициjената K2 и K3. На основу тога се закључуjе
да са становишта линеарних модела турбуленциjе са изотропном турбулентном
вискозности, пресудан утицаj на моделирање вихорног струjања имаjу коефи-
циjенти K2 и K3, што ће бити показано и касниjе при нумеричким прорачунима
струjања у правим конусним дифузорима. Промена вредности коефициjената
K2 и K3 у jезгру вихора утиче на припадне турбулентне напоне у jезгру ви-
хора, што има значаjан утицаj на моделирање поља брзине у вихорном jезгру.
Из диjаграма приказаних на Сл.5.11 се може уочити рапидно смањење вредно-
сти коефициjената K2 и K3 у jезгру вихора коjе се добиjа применом Хамбиног
k − ε модела. Ако се на компоненте напона arϕ и arz примене изрази за брзине



























Како jе анализирано струjање осносиметрично, то jе први члан у jедначини
(5.6) занемарљив, због чега може да се закључи да коефициjент K2 има непо-
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средан утицаj на расподелу просечне брзине у обимском правцу. Ако се при
анализираном струjању претпостави да jе промена просечне радиjалне брзине
у аксиjалном правцу занемарљива у односу на промену аксиjалне брзине у ра-
диjалном правцу, онда из jедначине (5.7) следи да коефициjент K3 има дирек-
тан утицаj на расподелу просечне аксиjалне брзине у радиjалном правцу. Ова
анализа jе потврђена при моделирању наведених коефициjената у оквиру ну-
меричких прорачуна струjања у правим конусним дифузорима, коjи су касниjе
изложени. Поред деловања на компоненте анизотропног дела тензора турбу-
лентног напона преко коефициjената K2, K3 и K7 Хамбин модел турбуленциjе
омогућава и додатно деловање на анизотропиjу турбулентних напона преко пре-
остала четири коефициjента. Међутим, утицаj ових коефициjента на динамику
вихорног струjања jе значаjно мање изражен.
Промене Хамбиних напона су зависне од угаоне брзине вихора, Хамбиног
временског размера и турбулентне вискозности. Свака од ових струjних ва-
риjабли представља скаларно поље од коjег зависи тачност динамичког про-
рачуна вихорног струjног поља. Због тога су у наставку приказане промене
ових скаларних поља добиjене нумеричким прорачуном вихорног струjања у
Стинбергеновоj цеви.
5.1.6 Расподеле скаларних вариjабли Хамбиног модела
Моделирање турбулентне вискозности има значаjан итицаj на тачност моде-
лирања тубулентног струjања. У овоj дисертациjи jе изабрано да се скаларна
вредност турбулентне вискозности у Хамбином k − ε моделу моделира на исти
начин као код стандардног k − ε модела. Сходно томе турбулентна вискозност
jе дефинисана jедначином (3.1) и jедначинама (3.20) и (3.21). Промена ска-
ларне вредности турбулентне вискозности добиjена нумеричким прорачуном
струjања у Стинбергеновоj цеви помоћу Хамбиног k − ε модела тубуленциjе
jе приказана на Сл.5.12. Посматрањем ове слике уочава се да турбулентна
вискозност низструjно расте и да у jезгру вихора има веће вредности него у
близини зида цеви. Међутим, за ово струjање jе наjважниjа чињеница да jе
турбулентна вискозност jеднака у свим правцима уколико се она моделира као
скаларна величина. Овакав начин моделирања турбулентне вискозности jе због
изражене анизотропиjе овог струjања jако неповољан. Оваj недостатак се пре-
вазилази уколико се турбулентна вискозност моделира као анизотропан тен-
зор, што jе главна особина Хамбиног модела турбуленциjе. Хамбини коефици-
jенти множе скаралну вредност турбулентне вискозности, што омогућава корек-
циjу вредности турбулентне вискозности у одређеним правцима струjања. Због
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тога су Хамбини коефициjенти турбулентне вискозности зависни од праваца
оса поларно-цилиндричног координатног система. На оваj начин jе омогућено
моделирање анизотропиjе турбулентне вискозности у поларно-цилиндричном
координатном систему. Поред зависности Хамбиних коефициjената од праваца
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Слика 5.12: Турбулентна вискозност у контролним пресецима (kEpsHam).
оса поларно-цилиндричног координатног система, ови коефициjенти зависе и
од угаоне брзине вихора и Хамбиног временског размера, што делимично омо-
гућава додатни утицаj на предвиђање поjаве одумирања вихора. При томе jе








Слика 5.13: Угаона брзина вихора у контролним пресецима (kEpsHam).
jако важна угаона брзина вихора, jер она поред утицаjа на предвиђање од-
умирања вихора омогућава рапидан утицаj на турбулентну вискозност у да-
том попречном пресеку цеви. Промена угаоне брзине по попречном пресеку
Стинбергенове цеви добиjена нумеричким прорачуном струjања jе приказана
на Сл.5.13. Хамба jе при моделирању коефициjената турбулентне вискозности
користио временски размер, коjи сагласно изразу (3.61) зависи од константе
Cτ и коjи jе у овоj дисертациjи назван Хамбин временски размер. Расподела
Хамбиног временског размера у контролним пресецима Стинбергенове цеви jе
приказана на Сл.5.14. Приметан jе пораст временског размера турбулентних
структура у низструjним пресецима цеви, што jе повољно са становишта мо-
делирања одумирања вихора. Посматрањем Сл.5.14 се уочава да турбулентне
структуре у вихорном jезгру имаjу знатно већи временски размер од турбу-
лентних структура на периферном делу пресека цеви. У складу са jедначинама
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Слика 5.14: Хамбин временски размер у контролним пресецима.
(4.27) може да се закључи да на скаларна поља Хамбиних коефициjeнaта наjзна-
чаjниjи утицаj има бездимензиjски параметар временске нелокалности (ΩswτH).
Ова величина у коду kEpsHam.C има ознаку OT_ и њена промена у контролним
пресецима Стинбергенове цеви jе приказана на Сл.5.15.
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Слика 5.15: Параметар (ΩswτH) у контролним пресецима.
На основу jедначина (4.27) и на основу Сл.5.15 се могу извести одређени за-
кључци о утицаjу бездимензиjског параметра (ΩswτH) на Хамбине коефициjенте
турбулентне вискозности, коjи имаjу значаjан утицаj на моделирање динамике
вихорног струjања. Приметно jе да пораст вредности параметра (ΩswτH) у смеру
од зида ка оси цеви узрокуjе смањење вредности већине Хамбиних коефициjе-
ната у истом том смеру.
Tачност прорачуна поља брзине применом Хамбиног k− ε модела значаjно за-
виси од процене Хамбиног временског размера односно од коефициjента Cτ .
Због тога jе у наставку урађена анализа утицаjа овог коефициjента на тачност
нумеричког прорачуна вихорног струjања.
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5.1.7 Утицаj коефициjента Cτ на тачност моделирања
поља брзине
Коефициjент Cτ директно утиче на бездимензиjски параметар временске не-
локалности (ΩswτH), преко коjег утиче на вредности Хамбиних коефициjената
турбулентне вискозности. Другим речима, променом вредности коефициjента
Cτ се моделира ниво утицаjа временске нелокалности на динамику вихорног
струjања, на начин коjи jе установио Хамба своjом физичко-математичком ана-
лизом. Да би се приказала моћ утицаjа овог коефициjента на динамички про-
рачун вихорног струjања урађено jе више нумеричких прорачуна струjања у
Стинбергеновоj цеви за различите вредности коефициjента Cτ . За све анализи-
ране вредности коефициjента Cτ остварена jе стабилна конвергенциjа решења
са вредностима остатака мањим од 10−6. Профили брзина добиjени при вари-
jациjи коефициjента Cτ су приказани на Сл. 5.16. Из приложених диjаграма се
може видети да вредност коефициjента Cτ има значаjан утицаj на тачност моде-
лирања поља брзине. Поред тога, вредност овог коефициjента има утицаjа и на
нумеричку стабилност прорачуна. Горња граница вредности овог коефициjента
при коjоj се примењеним шемама дискретизиjе и подешавањима солвера добиjа











Пресек z/D = 4,3 (улазни пресек)
Cτ = 0, 050
Cτ = 0, 182
Cτ = 0, 290























Пресек z/D = 4,3 (улазни пресек)
Cτ = 0, 050
Cτ = 0, 182
Cτ = 0, 290





















Пресек z/D = 7,7
Cτ = 0, 050
Cτ = 0, 182
Cτ = 0, 290
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Пресек z/D = 11,5
Cτ = 0, 050
Cτ = 0, 182
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Пресек z/D = 21,3
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Пресек z/D = 28,1
Cτ = 0, 050
Cτ = 0, 182
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Пресек z/D = 28,1
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Cτ = 0, 290





















Пресек z/D = 34,9
Cτ = 0, 050
Cτ = 0, 182
Cτ = 0, 290























Пресек z/D = 34,9
Cτ = 0, 050
Cτ = 0, 182
Cτ = 0, 290










Слика 5.16: Утицаj коефициjента Cτ на прорачун поља брзине.
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5.1.8 Резултати прорачуна поља турбулентног напона
Моделирање турбулентног струjања применом RANS методологиjе jе сложен
физичко-математички поступак, коjи често у оквиру расположивих моделских
jедначина доводи до проблема у изолованом моделирању утицаjа на одређена
физичка поља. Jедначине математичког модела струjања чине затворени си-
стем парциjалних диференциjалних jедначина у коjима моделски захват над
одређеним физичким пољем обично има нежељену рефлексиjу на неко друго
физичко поље. Таква jедна поjава jе изложена у наставку, а односи се на
повезаност поља брзине и поља ТКЕ. Наиме, моделски захват коjи jе Хамба
применио у циљу утицаjа на тачност прорачуна поље брзине у jезгу вихора,
има нежељену рефлексиjу на тачност прорачуна поља ТКЕ у jезгру вихора.
Нумеричким прорачунима струjања у Стинбергеновоj цеви су добиjена поља
турбулентног напона, односно расподеле компоненти турбулентног напона по
попречним пресецима цеви коjе су приказане на Сл.5.17. Из диjаграма при-
казаних на Сл.5.17 се може уочити да jе нумеричким прорачуном применом
Хамбиног модела турбуленциjе добиjено значаjно одступање нормалних турбу-
лентних напона у jезгру вихора. Сходно jедначини (4.25) вредности нормалних



















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Слика 5.17: Турбулентни напони у Стинбергеновоj цеви дуж x осе.
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На основу израза (4.25) мoже да се одрeди збир нормалних турбулентних
напона Хамбиног модела турбуленциjе
τrr + τϕϕ + τzz = 2k + (hrr + hϕϕ + hzz) (5.8)
Ако се у последњим jедначинама примене изрази за Хамбине напоне (4.28),
онда се добиjа да jе
τrr + τϕϕ + τzz = 2k − νtH[(K6 +K7)〈Srr〉+ (K6 +K7)〈Sϕϕ〉+ 2〈Szz〉]. (5.9)
На основу израза за коефициjенте турбулентне вискозности (4.27) следи да jе
K6 +K7 = 2, (5.10)
тако да из израза (5.9) следи да jе
τrr + τϕϕ + τzz = 2k − 2νtH(〈Srr〉+ 〈Sϕϕ〉+ 〈Szz〉) (5.11)
Сходно jедначини континуитета div〈u〉 = 〈Srr〉 + 〈Sϕϕ〉 + 〈Szz〉 = 0 за стру-
jање нестишљивог флуида у поларно-цилиндричном координатном систему, из
jедначине (5.11) се коначно добиjа да jе збир нормалних турбулeнтних напона
Хамбиног модела
τrr + τϕϕ + τzz = 2k, (5.12)
што уjедно представља и контролу нормалних напона Хамбиног модела, jер оваj
услов мора да испуњава сваки модел турбуленциjе. У складу са овом анализом
из jедначина (5.8) и (5.12) се стиче утисак да збир нормалних турбулентних на-
пона, односно вредност ТКЕ при нумеричком прорачуну струjања Хамбиним
моделом не зависи од Хамбиних напона. Међутим, Хамбини напони фигуришу
у турбулентним напонима у Реjнолдсовим jедначинама (3.18) и преко ових на-
пона утичу на формирање поља брзине, а поље брзине кроз моделску jедначину
за ТКЕ (3.20) и дисипациjу (3.21) утиче на вредност ТКЕ у струjном пољу.
Анализом карактеристика вихорног струjања у цеви могу да се изведу одређени
закључци о утицаjу Хамбиних напона на вредност ТКЕ за ову класу струjања.
Уколико се анализира стационарно вихорно струjање у цеви, онда се оно може
сматрати осносиметричним струjањем због чега jе ∂(...)
∂ϕ
≈ 0. Ако при стацио-
нарном вихорном струjању у цеви струjнице леже на површима коаксиjалних
цилиндара саосних са осом цеви, онда оне имаjу занемарљиву промену облика
у радиjалном правцу и тада jе ur ≈ 0 и ∂ur∂r ≈ 0. Промена просечне аксиjалне
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брзине струjања дуж цеви jе занемарљива у односу на промену просечне ак-
сиjалне брзине у радиjалном правцу, због чега се може узети да jе ∂〈uz〉
∂z
≈ 0.
Наведена занемаривања величина имаjу за циљ да се из jедначина за Хамбине
напоне издвоjе они коефициjенти турбулентне вискозности коjи имаjу доминан-
тан утицаj на вредност ТКЕ при анализираном струjању. На основу израза за
просечне брзине деформисања у поларно-цилиндричном координатном систему
































У складу са изразима за нормалне компоненте тензора брзине деформисања
(5.13) и на основу израза за Хамбине напоне (4.28) се закључуjе да пресудан
утицаj на вредност ТКЕ при вихорном струjању имаjу коефициjенти K1, K2,
K3 и K4. Вредност ТКЕ зависи, између осталог, и од односа продукциjе и ди-
сипациjе ТКЕ. У члановима jедначине ТКЕ коjи моделираjу продукциjу и ди-
сипациjу фигуришу Хамбини напони и просечне брзине деформисања. У коду
kEpsHam.C Хамбиног k− ε модела турбуленциjе, продукциони члан у моделскоj
jедначини за ТКЕ се моделира следећом наредбом
1 // generation term
2 volScalarField G("RASModel ::G", nut_ *2* magSqr(symm(gradU))
3 - (nonlinStress_ && gradU));
У складу са дефинициjом nonlinStress_ напона у коду kEpsHam.C, про-
дукциони члан из горњег листинга може да се напише у индексноj нотациjи у
следећем облику
G = P k = νt2〈Sij〉
∂〈ui〉
∂xj







при чему су hij Хамбини напони у Декартовим координатама. Израз за про-
дукциjу ТКЕ (5.14) се може написати у следећем тензорском облику
G = −

cosϕ − sinϕ 0sinϕ cosϕ 0
0 0 1
·
hrr hrϕ hrzhϕr hϕϕ hϕz
hzr hzϕ hzz
·
 cosϕ sinϕ 0− sinϕ cosϕ 0
0 0 1

 : grad〈u〉. (5.15)
На основу израза (5.15) и на основу израза за Хамбине напоне (4.28), закљу-
чуjе се да jе продукциjа ТКЕ зависна од коефициjената турбулентне вискозно-
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сти, при чему се на основу претходне анализе издваjаjу утицаjи коефициjената
K1, K2, K3 и K4. Као што се може видети из диjаграма промене коефициjената
турбулентне вискозности коjи су дати на претходноj Сл.5.11 ови коефициjенти
у оси цеви имаjу вредности коjе су много мање од 2, што има за последицу
рапидно смањење продукциjе ТКЕ у jезгру дифузора. Смањењем продукциjе
ТКЕ у jезгру вихора, смањуjе се и вредност ТКЕ у jезгру вихора, а самим тим се
смањуjу и вредности нормалних турбулентних напона. Ова поjава jе изразито
неповољна са аспекта моделирања вредности нормалних турбулентних напона
у jезгру вихора. Дакле, увођењем коефициjената турбулентне вискозности до-
биjен jе повољан утицаj на обимску и аксиjалну компоненту брзине у jезгру
вихора, али таj процес има нежељену рефлексиjу на вредност ТКЕ у зони осе
цеви. Овом анализом jе показано да наjвећи утицаj на продукциjу ТКЕ имаjу
вредности коефициjената K1, K2, K3 и K4. Како jе раниjим анализама пока-
зано да коефициjенти K2, K3 имаjу наjвећи утицаj на моделирање поља брзине
у обимском и аксиjалном правцу, то остаjе могућност да се модификациjама
коефициjeнaта на позициjама K1 и K4 у Хамбиним напонима (4.28) у извесноj
мери делуjе на продукциjу ТКЕ, а да се при томе значаjно не наруши тачност
прорачуна поља брзине. Овакав захват jе извршен у моделу kEpsDif, тако
што jе на jедноj позициjи у тензору Хамбиних напона коефициjент K1, замењен
новоуведеним коефициjентом K9.
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5.2 Тестирање модела k − ε diffuser на
Чантраковом дифузору
5.2.1 Опис тестног примера
Експериментално истраживање вихорног струjања у правом конусном дифу-


























D = 2R = 200 mm
Da = 396 mm
Ds = 700 mm














Слика 5.18: Инсталациjа за испитивање вихорног струjања у дифузору [2].
Инсталациjа се састоjи од генератора вихора, уводне цеви, дифузора, од-
водне цеви, конфузора и радиjалног вентилатора. Генератор вихора jе ради-
jални спроводни апарат са регулишућим нагибом лопатица. Испитивање jе
изршено за два радна режима положаjа лопатица спроводног апарата, при
приближно истом запреминском протоку ваздуха. Мерења профила брзина и
турбулентних напона су извршена помоћу сонде са загреjаним влакнима у пет
мерних пресека. Први мерни пресек се налази у уводноj цеви и дефинисан jе
координатом z = 0. Резултати мерења у овом пресеку, коjи су дати у табелама
T.4 и T.5, искоришћени су као гранични услови на улазном пресеку нумеричког
прорачунског домена.
На основу вредности датих у табелама, нумеричким интеграљењем су из-
рачунате средње вредности ТКЕ на улазном пресеку и то посебно за сваку
jачину вихора, односно за сваки од углова положаjа лопатица спроводног апа-
рата. Након тога су израчунате средње вредности интензитета вектора бр-
зине на улазном и излазном пресеку за слабиjи и за jачи вихор. На основу
ових вредности су израчунати средњи процентуални интензитети турбуленциjе
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Табела T.4: Гранични услови на улазу у дифузор при αs1 = 15◦.
x/R 〈ur〉 [m/s] 〈uϕ〉 [m/s] 〈uz〉 [m/s] p [Pa] k [J/kg] ε [J/kgs]
0,10 0,17 5,870 6,220 17,10 2905
0,15 0,30 7,970 9,890 23,90 4800
0,20 0,31 9,970 15,22 25,80 5383
0,25 0,65 10,93 19,43 19,75 3606
0,30 0,86 10,86 21,59 13,65 2072
0,35 0,83 10,24 22,61 8,250 973
0,45 0,79 9,220 22,88 zeroGradient 3,380 255
0,58 0,69 8,110 22,87 1,640 86
0,72 0,71 6,830 22,75 1,590 82
0,85 0,42 6,170 22,54 2,160 130
0,92 -0,44 5,440 22,18 5,700 559
0,96 -1,92 5,020 17,93 10,40 1378
1,00 0,00 0,000 0,000 0,000 0
Табела T.5: Гранични услови на улазу у дифузор при αs2 = 45◦.
x/R 〈ur〉 [m/s] 〈uϕ〉 [m/s] 〈uz〉 [m/s] p [Pa] k [J/kg] ε [J/kgs]
0,05 -0,23 6,900 6,740 38,20 9699
0,15 0,13 9,400 7,860 48,50 13875
0,25 -0,13 13,38 11,38 59,50 18854
0,35 -0,39 16,40 16,43 62,00 20054
0,40 -0,44 17,58 19,04 58,00 18145
0,45 -0,78 18,17 21,40 54,00 16301
0,50 -0,59 18,27 23,57 zeroGradient 50,50 14742
0,55 -0,65 17,99 25,14 44,40 12133
0,65 -0,78 16,92 27,01 33,80 8072
0,75 -0,86 15,65 27,51 26,30 5541
0,85 -0,93 14,32 27,04 20,90 3911
0,96 -1,75 13,15 24,31 19,40 3497
1,00 0,00 0,000 0,000 0,000 0

















32,991/27,18 = 17, 25 %. Вредности дисипациjе на
улазном пресеку у дифузор су израчунате на основу вредности ТКЕ применом
израза (3.30), при чему jе дужински размер одређен на исти начин као код
Стинбергеновог тестног примерa, jер ова два случаjа струjања имаjу прибли-






















































































































































































































































































































































































































































5.2.2 Тестирање и избор мреже
Прорачунски домен овог тестног примера се састоjи од уводне цеви дужине
90 mm, од дифузора и од одводне цеви. У прорачyнском домену су применом
софтвера blokMesh формиране три различите блок структуриране прорачун-
ске мреже, чиjе су карактеристике и гранични услови дати у претходноj табели
T.6. При формирању мрежа je коришћена градациjа мреже у близини зида и у
зони смичућег слоjа вихора. Тестирање нумеричког прорачуна на зависност од
броjа ћелиjа мреже jе извршено применом три мреже означене са М1, М2 и М3.
Карактеристике ових мрежа су приказане у табели T.6. Броj ћелиjа мреже М2
формиран jе тако што jе подела мреже М1 дуж праваца координатних оса пове-
ћана за приближно 50%. На исти начин jе формирана мрежа М3 рефинирањем
мреже М2. Оваквим поступком рефинирања мреже броj ћелиjа рефиниране
мреже се повећа приближно n = 1, 53 ≈ 3, 4 пута. За тестирање мреже jе кори-
шћен развиjени модел турбуленциjе k−ε diffuser намењен прорачуну струjања у
правим конусним дифузорима, при чему jе избор мреже извршен упоређивањем
нумерички добиjених поља брзине.
Енергетске перформансе дифузора незнатно зависе од радиjалне брзине
кроз посредан утицаj ове брзине на аксиjалну и обимску брзину струjања. Непо-
средан утицаj радиjалне компоненте вектoра брзине на енергетске перформансе
правог конусног дифузора jе занемарљив. Због тога радиjална компонента век-
тора брзине ниjе анализирана у касниjим прорачунима струjања у овом дифу-
зору. При тестирању мреже су извршени нумерички прорачуни за случаj угла
лопатица спроводног апарата αs1 = 15◦, под претпоставком да jе струjање у
дифузору стационарно. При томе jе коришћен simpleFoam солвер чиjи су пара-
метри подешени на исти начин као при прорачуну струjања у Стинбергеновоj
цеви. Коришћене су исте нумеричке шеме дискретизациjе као у Стинбергеновом
тестном примеру. При нумеричким прорачунимa je постигнута стабилна кон-
вергенциjа решења. Вредности остатака свих прорачунских струjних вариjабли
су биле мање од 10−6. За међусобно упоређивање нумерички добиjених поља
брзине jе коришћен Декартов координатни систем, чиjе су осе постављене на
исти начин као што jе то урађено код Стинбергеновог тестног примера.
Резултати нумеричких прорачуна поља брзине су приказани на Сл.5.19. Као
што се из Сл.5.19 може видети између мрежа М2 и М3 постоjе незнатне разлике
у прорачуну поља брзине, иако jе броj ћелиjа мреже М3 значаjно већи од броjа

















































































































Слика 5.19: Тестирање мреже применом имплементираног модела kEpsDif.
5.2.3 Контрола бездимензиjске координате y+
Прорачуни струjања у овом дифузору су ураћени применом три различита
модела турбуленциjе. Примењен jе постоjећи стандардни k − ε модел , затим
имплементирани Хамбин k − ε модел и на краjу имлементирани нови модел
k − ε diffuser намењен искључиво за прорачуне струjања у правим конусним
дифузорима. При прорачунима je контролисана мрежа и вршене су корекциjе
дебљине првог слоjа мреже се све док бездимензиjска координата y+ ниjе до-
ведена у прописане границе, коjе су већ наведене у Стинбергеновом тестном
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примеру. Промене бездимензиjске координате y+ добиjене нумеричким прора-
чунима су приказане на Сл.5.20 и Сл.5.21.
31,4














Слика 5.20: Бездимензиjска координата y+ на зиду дифузора при αs1 = 15◦.
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Слика 5.21: Бездимензиjска координата y+ на зиду дифузора при αs2 = 45◦.
Посматрањем Сл.5.20 и Сл.5.21 уочава се да су при jачем вихору због по-
раста обимске брзине добиjене веће вредности бездимензиjске координате y+
него при слабиjем вихору. Ова поjава настаjе због тога што jе коришћена иста
мрежа за прорачун струjања при слабиjем и при jачем вихору. На таj начин jе
избегнута конструкциjа додатне мреже за jачи вихор. При томе, као што се из
Сл.5.21 мoже видети, постоjећа мрежа испуњава услове за примену стандардних
зидних функциjа, jер на овоj мрежи, чак и при jачем вихору, бездимензиjска
координата y+ има вредности коjе се налазе у прописаним границама.
5.2.4 Резултати прорачуна поља брзине
Нумерички прорачун поља брзине у Чантраковом дифузору извршен jе при-
меном три различита модела турбуленциjе при две различите jачине вихора.
При томе су параметри солвера и шеме дискретизациjе подешене на исти начин
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као у Стинбергеновом тестном примеру. Прорачуни су извршени на радноj ста-
ници HP-Z6-G4 применом паралелног процесирања на 16 прoцесорских jезгара.
Сви случаjеви прорачуна су стабилно конвергирали, при чему jе постигнута
захтевана тачност свих струjних вариjабли са остацима коjу су мањи од 10−6.
Диjаграми конвергенциjе решења за сваки од коришћених модела турбуленциjе
су приказани на Сл.5.22 и Сл.5.23. Просечно време рада рачунара до достизања
жељене тачности jе износило приближно 60 минута.
























Слика 5.22: Конвергенциjа решења при αs1 = 15◦.
























Слика 5.23: Конвергенциjа решења при αs2 = 45◦.
Као што jе већ наведено, на краjу кода kEpsDif.C постоjи сет наредби коjи
омогућава контролу jачине вихора и запреминског протока флуида на улазном
пресеку дифузора. Применом модела k − ε diffuser за случаj угла лопатица
спроводног апарата αs1 = 15◦ добиjени су излазни подаци дати у следећем
листингу.
1 You are using kEpsDif model :
2
3 l [0 0 0 0 0 0 0] 0.09
4 L [0 0 0 0 0 0 0] 0.932
5 Ctau [0 0 0 0 0 0 0] 0.182
6 InFlowRate = 0.647058367729 m^3/s
7 InEnFluxZdir = 307.94229126 m^5/s^3
8 InEnFluxPhiDir = 37.1114768982 m^5/s^3
9 SwS = 0.120999999344
Применом овог модела за случаj угла лопатица спроводног апарата αs2 = 45◦
добиjени су излазни подаци дати у следећем листингу
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1 You are using kEpsDif model :
2
3 l [0 0 0 0 0 0 0] 0.09
4 L [0 0 0 0 0 0 0] 0.932
5 Ctau [0 0 0 0 0 0 0] 0.182
6 InFlowRate = 0.711441159248 m^3/s
7 InEnFluxZdir = 438.235900879 m^5/s^3
8 InEnFluxPhiDir = 172.324371338 m^5/s^3
9 SwS = 0.393000006676
У ова два листинга jачина вихора има ознаку SwS и као што се може видети
за већи угао нагиба лопатица спроводног апарата испитне инсталациjе добиjа се
вихор са већом jачином вихора. Прорачуни струjања на овом тестном примеру
су извршени између осталог и применом Хамбиног k − ε модела турбуленциjе.
При томе jе коришћена константа Cτ = 0,182, због тога што примена већих
вредности ове константе ниjе дала очекивано боље предвиђање поља брзине.
При томе вредности Cτ > 0,35 доводе до значаjних проблема у стабилности
нумеричког прорачуна и конвергенциjи решења. Хамбин модел турбуленциjе
jе изведен под одређеним претпоставкама коjе важе за струjање у цевима, али
не важе за струjање у дифузорима. Хамба jе при извођењу своjих израза за
компоненте анизотропног дела тензора турбулентног напона претпоставио да
jе вихорно струjање у цеви такво да се вектор брзине може апроксимирати
следећим изразом:
〈u〉 = (0, 〈uϕ〉(r), 〈uz〉(r)) . (5.16)
Meђутим, у дифузору настаjе вихорно струjање код кога jе зависност компо-
ненти брзине од аксиjалног правца струjања, односно од координате z много
изражениjа него код вихорног струjања у цеви. Због тога jе вектор брзине при
осносиметричном вихорном струjању у правом конусном дифузору дефинисан
следећим изразом
〈u〉 = (〈ur〉(r, z), 〈uϕ〉(r, z), 〈uz〉(r, z)) . (5.17)
Ова чињеница представља главни разлог због коjег Хамбин модел турбулен-
циjе даjе слабе резултате уколико се примени на прорачун струjања у правим
конусним дифузорима. Ипак, Хамбин модел чини добру основу за развоj новог
модела за вихорна струjања, зато што се турбулентна вискозност у овом моделу
моделира као анизотропан тензор. Модификациjом издвоjених наjутицаjниjих
коефициjената Хамбиног модела развиjен jе модел k−ε diffuser намењен прора-
чуну струjања у правим конусним дифузорима. Резултати нумеричког прора-
чуна поља брзине коjи су добиjени применом различитих модела турбуленциjе
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а) Аксиjална брзина б) Обимска брзина
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а) Аксиjална брзина б) Обимска брзина
Слика 5.25: Расподела брзине у Чантраковом дифузору при αs2 = 45◦.
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Дифузори приказани на Сл.5.24 и Сл.5.25. су нацртани применом софтвера
Python у геометриjскоj размери, при чему су истим софтвером на формираним
геометриjама дифузора уцртани диjаграми расподеле брзина, према табелар-
ним вредностима коjе су добиjене нумеричким прорачунима. Из диjаграма се
може уочити да за оба режима струjања развиjени модел k − ε diffuser оства-
руjе боље резултате у предвиђању поља брзине у вихорном jезгру у односу на
стандардни k− ε модел и Хамбин k− ε модел, коjи даjу веома сличне резултате
за оба режима струjања. Посматрањем диjаграма се може уочити и да jе за
оба режима струjања проблематичан нумерички прорачун аксиjалне брзине у
потенциjалноj зони вихора. Модификациjа коефициjента K8 у овоj зони стру-
jања има занемарљив утицаj на моделирање аксиjалне брзине из разлога коjи
jе иложен у наставку. Изрази за компоненте анизотропног дела тензора тур-
булентног напона k − ε diffuser модела турбуленциjе су формирани на основу
израза за Хамбине напоне (4.28), и они имаjу следећи облик:
crr = νtH(−K1〈Srϕ〉 −K7〈Srr〉 −K6〈Sϕϕ〉),
crϕ = νtH(−K2〈Srϕ〉+K5〈Srr〉 −K5〈Sϕϕ〉),
crz = νtH( −K8〈Srz〉 −K4〈Sϕz〉), (5.18)
cϕϕ = νtH(K9〈Srϕ〉 −K6〈Srr〉 −K7〈Sϕϕ〉),
cϕz = νtH(K4〈Srz〉 −K3〈Sϕz〉),
czz = −2νtH〈Szz〉.
У складу са овим изразима и изразом (4.25), поларно-цилиндричне компоненте




kδij + cij, (5.19)
i = r, ϕ, z; j = r, ϕ, z.
Наjзначаjниjи утицаj на расподелу аксиjалне брзине у дифузору има компо-
нента напона crz. На ову компоненту напона наjзначаjниjи утицаj има њена
компонента (crz)Srz = −νtHK8〈Srz〉, коjа сагласно изразима за просечне брзине












Kaкo у потенциjалноj зони вихора профили аксиjалне брзине имаjу локални
115
максимум, то су у тим тачкама изводи аксиjалне брзине по радиjалноj коор-
динати jеднаки нули, те jе стога у овим тачкама допринос промене аксиjалне
брзине ∂〈uz〉
∂r
напону τrz занемарљив, без обзира на вредност коефициjента K8.
Изван ове зоне промена брзине ∂〈uz〉
∂r
има доминантан утицаj на формирање про-
фила аксиjалне брзине у дифузору.
5.2.5 Расподела коефициjената турбулентне вискозности
Модел турбуленциjе k − ε diffuser je развиjен модификациjама одређених
коефициjената Хамбиног модела турбуленциjе. Стога jе од значаjа урадити
анализу расподеле коефициjената турбулентне вискозности k−ε diffuser модела
турбуленциjе. Расподела ових коефициjената у мерним пресецима Чантраковог
дифузора при слабиjем вихору jе приказана на Сл.5.26, а за jачи вихор jе при-
казана на Сл.5.27. Прoмена коефициjената стандардног k − ε модела овде ниjе
приказана зато што, као што jе то већ наведено, овaj модел има само коефици-
jенте K2, K3 и K7 и они имаjу константну вредност 2 у целом струjном домену.
Из диjаграма на Сл.5.26 и Сл.5.27 се jасно уочава разлика у моделирању кое-
фициjената турбулентне вискозности између Хамбиног k − ε модела и модела
k− ε diffuser. Модел k− ε diffuser има два додатна коефициjента коjи су додати
из потребе да се делуjе на коефициjенте K1 и K3 на одређеним позициjама у
изразима за Хамбине напоне (4.28). При томе коефициjент K8 мења коефици-
jент K3 на позициjи коjа има значаjан утицаj на расподелу аксиjалне брзине у
jезгру вихора. Као што се из диjаграма може видети, вредност коефициjента
K8 има значаjно веће вредности од коефициjента K3. Пораст вредности овог
коефициjента jе неопходан jер се повећањем турбулентне вискозности у jезгу
вихора и у меридиjанскоj равни Orz, постиже неопходно повеђање вредности
аксиjалне брзине у jезгру вихора.
Из диjаграма датих на Сл.5.26 и Сл.5.27 се уочава да код модела k − ε
diffuser коефициjент K2 у jезгру вихора има значаjно мање вредности него код
Хамбиног k− ε модела. Наведено смањење вредности коефициjента K2 jе неоп-
ходно како би се смањила турбулентна вискозност у jезгру вихора у обимскоj
равни Orϕ и самим тим постигло неопходно повећање обимске брзине у jезргу
вихора. Модификациjе коефициjената K2 и K3 су обезбедиле значаjан утицаj
на прорачун поља брзине, што jе резултирало бољим предвиђањем поља брзине
коjе jе добиjено применом модела k−ε diffuser. КоефициjентK9 jе у моделу k−ε
diffuser уведен с циљем да се делуjе на коефициjент K1 на одрећеноj позициjи















































































































































































































Слика 5.27: Коефициjенти Ki у Чантраковом дифузору при αs2 = 45◦.
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Из диjаграма датих на Сл.5.26 и Сл.5.27 се може видети да коефициjент K9
има значаjно веће вредности од коефициjента K1. Иако jе овом модификациjом
постигнут значаjан утицаj на вредности нормалног напона τϕϕ, њен утицаj на
прорачун поља брзине jе занемарљив. Модификациjама смицаjних турбулент-
них напона преко утицаjа на коефициjентеK2 иK3 jе постигнут значаjан утицаj
на прорачун поља брзина, док jе модификациjом нормалног турбулентног на-
пона преко коефициjента K1 постигнут безначаjан утицаj на прорачун поља бр-
зине. Резултати ових утицаjа на коефициjенте турбулентне вискозности следе
из чињенице да моделирање смицаjних турбулентних напона има пресудан ути-
цаj на тачност прорачуна поља брзине. На основу приложених диjаграма се
може закључити да jе при вихорном струjању у правим конусним дифузорима
неопходно остварити значаjну разлику између вредности турбулентне виско-
зности у меридиjанскоj и обимскоj равни, да би се постигао тачниjи нумерички
прорачун поља брзине.
У имплементираним моделима kEpsHam и kEpsDif, корекциjа вредности тур-
булентне вискозности се врши множењем скаларне величине турбулентне виско-
зности коефициjентима коjи су зависни од оса поларно-цилиндричног коорди-
натног система. При томе се вредности ових коефициjената значаjно разликуjу
у вихорном струjном пољу. Расподела турбулентне вискозности (nut) у Чантра-
ковом дифузору, коjа jе добиjена применом модела k − ε diffuser, приказана jе
на Сл.5.28 за обе jачине вихора. Из слике се може видети да турбулентна виско-
зност има наjвеће вредности у централноj зони овог дифузора и да има значаjно
веће вредности при већоj jачини вихора. На Сл.5.28 су дате и расподеле угаоне
брзине вихора (Omega), Хамбиног временског размера (TauH) и бездимензиjског
параметра временске нелокалности (OT). Из приложене слике се може видети
да угаона брзина вихора ниструjно бржиjе опада у односу на Стинбергенову
цев, што значи да у дифузору вихор бржиjе одумире. Поред тога, вредности
угаоне брзине вихора при jачем вихору су значаjно веће у целом струjном до-
мену у односу на слабиjи вихор. Хамбин временски размер при већоj jачини
вихора има мање вредности него при слабиjем вихору, што jе последица уситња-
вања турбулентних структура и пораста вредности флуктуираjућих брзина при
jачем вихору. На краjу се може видети и како се мења бездимензиjски параме-
тар временске нелокалности (OT) при струjању у овом дифузору. Уочава се да
jе промена овог параметра у радиjалном правцу и низструjно слична промени
коjа jе добиjена применом Хамбиног k − ε модела у Стинбергеновоj цеви, али
се брзине промене параметра (OT) радиjално и низструjно значаjно разликуjу у































Слика 5.28: Расподела кaрактеристичних параметара модела kEpsDif.
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5.2.6 Резултати прорачуна поља турбулентног напона
Тачност прорачуна динамике турбулентног струjног поља у правим кону-
сним дифузорима у наjвећоj мери зависи од тачности моделирања поља турбу-
лентног напона. Прорачунима струjања у Чантраковом дифузору су добиjене

































































































































































































Слика 5.29: Tурбулентни напони при αs1 = 15◦.
Посматрањем диjаграма расподеле напона на Сл.5.29 уочава се да постоjи
значаjна разлика у вредностима турбулентних напона коjи су добиjени при-
меном модела k − ε diffuser у однoсу на турбулентне напоне коjи су добиjени
применом стандардног k−ε модела и Хамбиног k−ε модела. Пресудан утицаj на
формирање поља брзине у дифузору имаjу смицаjни турбулентни напони τrϕ и
τrz коjи на овим диjаграмима одговараjу напонима τxy и τxz респективно. Струк-
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тура смицаjног турбулентног напона τrϕ значаjно утиче на расподелу обимске
брзине у дифузору. Деловањем на коефициjент K2 значаjно се мења структура
тубулентног напона τrϕ. При томе се у jезгру вихора смањивањем коефици-
jeнта K2 са jедне стране смањуjе напон τrϕ, док се са друге стране таj ефекат
рефлектуjе на пораст градиjента обимске брзине у радиjалном правцу, што до-
водни до повећања напона τrϕ. Дакле, деловањем на коефициjент турбулентне
вискозности K2 се на известан начин врши прерасподела између утицаjа кое-
фициjента турбулентне вискозности и утицаjа градиjента брзине на вредност
турбулентног напона τrϕ. Овом анализом jе делимично обjашњено зашто jе ра-
пидним смањивањем вредности коефиjентаK2 у jезгру вихора (видети Сл.5.26),
постигнуто боље предвиђање расподеле обимске брзине применом k− ε diffuser
модела (видети Сл.5.24 б)), иако при томе ниjе дошло до значаjних промена
вредности турбулентног напона τrϕ, односно τxy у овоj зони струjања (видети
Сл.5.29 и Сл.5.30).
Слично претходноj анализи, структура напона τrz значаjно утиче на рас-
поделу аксиjалне брзине у радиjалном правцу. При томе доминантан утицаj
на расподелу аксиjалне брзине у радиjалном правцу има коефициjент турбу-
лентне вискозности K8. Деловањем на оваj коефициjент врши се прерасподела
утицаjа турбулентне вискозности и градиjента аксиjалне брзине у радиjaлном
правцу на вредност турбулентног напона τrz. Посматрањем диjаграма напона
приказаних на Сл.5.29 и Сл.5.30 уочава се да деловање на коефициjенте тур-
булентне вискозности ниjе значаjно променило вредности напона τrz у jезгру
вихора. Међутим, променом вредности коефициjента K8 у моделу k− ε diffuser
jе остварено значаjно деловање на расподелу утицаjа турбулентне вискозности
и градиjента аксиjалне брзине на формирање турбулентног напона τrz. Тако jе
повећање вредности коефициjента K8 у моделу kEpsDif изазвало смањење гра-
диjента аксиjалне брзине у радиjалном правцу, што се може видети на Сл.5.24 a)
и Сл.5.25 а). Ово смањење градиjента аксиjалне брзине jе због jедначине кон-
тинуитета резултирало порастом вредности аксиjалне брзине у jезгру вихора у
свим мерним пресецима овог дифузора.
Овим jе уjедно изложена и суштинска разлика између коефициjента K3 у
Хамбином k−ε моделу коjи jе дао добре резултате у Стинбергеновоj цеви и кое-
фициjента K8 у моделу k− ε diffuser коjи jе дао добре резултате у Чантраковом
дифузору. При вихорном струjању у Стинбергеновоj цеви jе потребно да je
K3 < 2 у jезгру вихора, док jе при вихорном струjању у Чантраковом дифузору
потребно да jе K8 > 2 у jезгру вихора. У овоj чињеници се огледа главни разлог
због кога Хамбин k− ε модел не даjе добре резултате при вихорном струjању у
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правим конусним дифузорима. Из диjаграма приказаних на Сл.5.29 и Сл.5.30
се може видети да jе применом модела k − ε diffuser постигнуто боље слагање
турбулентног напона τϕϕ, oдносно τyy у jезгру вихора. То jе код модела k − ε
diffuser постигнуто повеђањем вредности коефициjентаK9 у jезгру вихора, у од-
носу на вредност коефициjента K1, коjи се на истоj позициjи налази у тензору

































































































































































































Слика 5.30: Tурбулентни напони при αs1 = 45◦.
Из диjаграма на Сл.5.29 и Сл.5.30 се уочава да jе при овом струjању при-
сутна значаjна анизотропност нормалних турбулентних напона, коjа се не може
на адекватан начин описати моделима турбуленциjе коjу су овде примењени.
У моделима коjи су овде примењени очигледно постоjи проблем при модели-
рању утицаjа нормалних компоненти анизотропног дела тензора турбулентног
напона на његов изотропни део. Ово jе комплексан проблем коjи има доминан-
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тан утицаj на моделирање анизотропности тензора турбулентног напона и коjи
захтева дубљу анализу како би се нашло одговараjуће решење.
Анализа анизотропности тензора турбулентних напона jе широко засту-
пљена у истраживањима турбулентних струjања, због тога што LEVM модели
турбуленциjе даjу добре резултате само уколико jе турбулентно струjање такво
да jе стање турбулентних напона приближно изотропно. Наведене анализе ани-
зотропнoсти се често своде само на математичке анализе степена анизотропно-
сти тензора напона. Тако се понекад стиче утисак да jе за динамику турбулент-
них струjања значаjно само стање анизотропности турбулентних напона. При
томе се често наводи да се само турбулентна струjања са изотропним стањем
турбулентних напона могу тачно прорачунати применом линеарне везе имеђу
напона и брзина деформисања. Међутим, ламинарна струjања нпр. могу бити
изразито анизотропна, (нпр. струjање уља у цилиндричном клизном лежаjу)
али се она могу тачно прорачунати применом Навиjе-Стоксових jедначина, у
коjима jе веза између напона и брзина деформисања линеарна.
Према томе, линеарност анизотропног дела тензора турбулентног напона
ниjе суштински проблем коjи нарушава тачност прорачуна турбулентних стру-
jања са анизотропним стањем турбулентних напона. Основни разлог лоших
резултата LEVM модела при прорачуну оваквих турбулентних струjања jе ве-
лика нетачност моделирања анизотропности турбулентне вискозности. Када би
се тачно моделирала анизотропност турбулентне вискозности онда би и LEVM
модели турбуленциjе остваривали значаjно боље резултате при моделирању тур-
булентних струjања са анизотропним стањем турбулентних напона. Међутим,
како jе моделирање анизотропности турбулентне вискозности веома сложено,
то jе тражено алтернативно решење у примени нелинарности при моделирању
анизотропног дела тензора турбулентног напона ослањањем на jедначине ди-
намике вискоеластичних флуида.
Дугогoдишњим истраживањима поjаве анизотропности тензора напона ра-
звиjене су методе за визуелизациjу степена анизотропности тензора другог реда.
Тако су настали Ламлиjев троугао [116] и барицентрична мапа [117] коjи, у ма-
темематичком смислу, даjу концизан приказ степена анизотропности тензора
напона. Међутим, Ламлиjев троугао и барицентрична мапа не даjу визуелни
приказ положаjа елипсоида напона у струjном пољу. Поред степена анизотроп-
ности тензора турбулентног напона, коjи се приказуjе применом Ламлиjевог
троугла и барицентричне мапе, динамика турбулентног струjања зависи и од
положаjа елипсоида турбулентних напона у струjном пољу. Због тога за приказ
степена анизотропности турбулентних напона у овоj дисертациjи нису кориш-
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ђени Ламлиjев троугао и барицентрична мапа, већ jе примењен поступак коjи
поред визуелног приказа степена анизотропности даjе и приказ геометриjског
положаjа главних оса и геометриjски приказ вредности главних напона тен-
зора турбулентног напона. Поступак прорачуна коjи омогућава овакав приказ
карактеристика поља турбулентног напона jе образложен у наставку.
Прорачун главних турбулентних напона и прорачун углова праваца ових
напона у анализираним тачкама струjног поља jе у овом раду извршен помоћу
кода написаног у софтверу Mathematica. Оваj код jе приказан на Сл.5.31.
Слика 5.31: Код у софтверу Mathematica за прорачун главних напона.
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Из приложеног кода се може видети да у софтверу Mathematica постоjе ин-
тегрисани програмски алати за прорачун главних вредности тензора, главних
вектора и угла између два вектора. На оваj начин jе значаjно убрзан прорачун
карактеристика напонског стања у датоj тачки струjног поља. У коду приказа-
ном на Сл.5.31 jе нпр. а компонента главног турбулентног напона τ(1), a alpha1,
alpha2 и alpha3 су углови коjе правац главног напона τ(1) заклапа са осама Де-
картовог координантног система. По истоj аналогиjи jе извршен прорачун и за
















Слика 5.32: Пресликавање 3D координата у раван цртежа.
Када су овим прорачуном добиjене вредности главних напона и главних
правaца остао jе проблем како приказати просторни положаj главних напона у
датоj тачки стурjног поља. Оваj проблем jе решен тако што jе извршено пре-
сликавање тродимензионалног простора у раван цртежа OXY , као што jе то
приказано на Сл.5.32. У складу са ознакама уведеним на Сл.5.32 ово пресли-
кавање jе извршено применом следеће две jедначине
X = rcosα− (rcosγ)cosθ (5.21)
Y = rcosβ − (rcosγ)sinθ. (5.22)
Применом jедначина (5.21) и (5.22) свака линиjа у тродимeнзионалном простору
може да се преслика у раван цртежа OXY . Применом jедначина пресликивања
(5.21) и (5.22) у софтверу Еxcel jе извршено пресликавање линиjа октаната
Декартовог координатног система у раван цртежа, чиме су добиjени графички
прецизни диjаграми тродимензионалног простора у равни цртежа. Истим по-
ступком се положаjи главних турбулентних напона у октантима Декартовог
координатног система могу пресликати у раван цртежа. Тако jе развиjен по-
ступак графичког приказа у софтверу Еxcel, коjи за унете вредности главних
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напона и углова њихових праваца даjе известан вид изометриjског приказа по-
ложаjа главних напона у тродимензионалном простору. Изложени поступак
jе омогућио да се у равни цртежа добиjе прецизан визуелни приказ положаjа
главних вектора турбулентних напона у струjном пољу.
Применом овог поступка су добиjени диjаграми положаjа главних турбу-
лентних напона у струjном пољу Чантраковог дифузора, коjи су приказани на
Сл.5.33 - 5.37. При очитавању нумеричких вредности напона изабрано jе да оса
x има радиjални працац, оса y обимски правац, а оса z аксиjални правац. У
складу са овим начином постављања координатног система, закључуjе се да осе
поларно-цилиндричног и Декартовог координатног система поклапаjу. Како се
ово струjање може сматрати осносиметричним струjањем, то вредности тур-
булентних напона очитане оваквим приступом важе за поларно цилиндричне
координате целог струjног домена. Као што се из диjaграма на приложеним
сликама може видети, положаjи главних турбулентних напона имаjу изразито
нестабилан положаj у струjном пољу, што додатно отежава процес моделирања
овог струjања. Поред нестабилности положаjа главних турбулентних напона
ови напони имаjу и нестабилан интензитет, односно имаjу променљиву ани-
зотропност у струjном пољу, коjа се може проценити применом Ламлиjевог
троугла или барицентричне мапе. Међутим, у овоj дисертациjи jе за приказ
анизотропности напона примењен другачиjи поступак.
У циљу боље визуелизациjе структуре изотропног и анизотропног дела тур-
булентног напона примењен jе известан вид изометриjског приказа елипсоида
ових напона пресликавањаем елипсоида у раван цртежа. У ту сврху аутору
овог рада jе био од користи код написан у програмском jезику Jawa и коjи
се односи на тродимензионални графички приказ услова рефракциjе светлости
у микроскопу. Наведени код jе преузет са веб саjта произвођача микроскопа
Olympus. Одређеним програмерским захватима извршен jе низ модификациjа
изворног Jаwa кода коjе су омогућиле да се добиjе леп тродимензионални гра-
фички приказ степена анизотропности и структуре поља турбулентног напона у
изабраним тачкама струjног поља. Графички прикази степена анизотропности
и структуре поља турбулентног напона при вихорном струjању у Чантраковом
дифузору су приказани на Сл. 5.33 - 5.37. Овде треба истаћи да су величине
полуоса елипсиода и величине полупречника сфере нацртани у одговараjућоj
размери, тако да свака од ових слика даjе реалан приказ степена анизотроп-
ности и структуре поља турбулентног напона у изабраним тачкама струjног
поља. Изложени вид изометриjског приказа структуре турбулентног напона jе
сложениjи од примене Ламлиjевог троугла или барицентричне мапе, али се зато
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поред графичког приказа степена анизотропности добиjа увид у геометриjски
положаj главних турбулентних напона у струjном пољу. Како изложени посту-
пак приказа структуре поља турбулентног напона захтеван у смислу обраде и
приказа резултата, то jе у овом раду применом наведеног поступка урађена ана-
лиза напона само за струjање у Чантраковом дифузору при слабиjем вихору.
Елипсоиди коjи су приказани на Сл. 5.33 - 5.37 су дефинисани пољем турбулент-
ног напона у датоj тачки струjног поља, сфере су дефисање пољем изотропног
дела турбулентног напона, док jе област између сфере и елипсиода дефинисана
анизотропним делом тензорског поља турбулентног напона. Оваквим приказом
се jасно може уочити какав jе однос изотропног и анизотропног дела тензора
турбулентног напона. На основу Сл.5.33 - 5.37 се може уочити да jе однос изо-
тропног и анизотропног дела турбулентног напона при овом струjању изразито
неповољан, тj. да ово струjно поље карактерише велики степен анизотропности
турбулентног напона. Због овакве структуре турбулентног напона, линеарни
модели тубуленциjе даjу слабу тачност при нумеричком прорачуну овог стру-
jања. Из диjаграма се може приметити да се нумеричким прорачуном струjања
може прилично добро предвидети степен анизотропности турбулентног напона,
али се лоше предвиђаjу вредности интензитета главних турбулентних напона и

















x = 0, 10R x = 0, 30R x = 0, 72R
y = 0y = 0y = 0
k = 17, 1 J/kg k = 13, 65 J/kg
k = 1, 59 J/kg







































x = 0, 15R x = 0, 36R x = 0, 75R
y = 0y = 0y = 0
k = 23, 1 J/kg k = 34 J/kg
k = 12, 86 J/kgk = 15, 13 J/kg
k = 2, 64 J/kg





































x = 0, 10R x = 0, 31R x = 0, 70R
y = 0 y = 0y = 0
k = 13, 55 J/kg
k = 8, 68 J/kg
k = 22, 1 J/kg
k = 10, 24 J/kg
k = 10, 05 J/kg








































x = 0, 15R x = 0, 35R x = 0, 70R
y = 0 y = 0y = 0
k = 9, 55 J/kg
k = 7, 12 J/kg
k = 15, 35 J/kg
k = 8, 36 J/kg
k = 10, 35 J/kg








































x = 0, 15R x = 0, 33R x = 0, 70R
y = 0y = 0y = 0
k = 4, 48 J/kg
k = 4, 85 J/kg
k = 7, 30 J/kg
k = 5, 47 J/kg
k = 7, 55 J/kg
























Слика 5.37: Елипсоиди турбулентних напона - (z = 8, 90R, αs1 = 15◦).
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5.3 Тестирање модела k − ε diffuser на
Клаусеновом дифузору
5.3.1 Опис тестног примера
Оваj дифузор jе део ERCOFTAC базе тестних примера и формиран jе на
основу експерименталнoг истраживања коjи су извели Clausen et all. [39]. Ек-
спериментално истраживање jе извршено применом инсталациjе коjа се састоjи
од уводне цеви и правог конусног дифузора, као што jе то приказано на Сл.5.38.
Уводна цев се састоjи од непокретног дела и од покретног дела у коjи су угра-
ђене алуминиjумска саћаста решетка и жичана решетка. Ове решетке су чвр-
сто споjене са покретним делом ротираjуће цеви. Суперпонирањем аксиjалног
струjања и утицаjа ротациjе ових решетки, низструjно у уводноj цеви дифу-
зора се формира принудно вихорно струjање. При томе jе расподела обимске
брзине у радиjалном правцу приближно jеднака раcподели обимске брзине коjа
се добиjа при ротациjи чврстог тела (енгл. solid body rotation). Дакле, у овом
тестном примеру се физичке карактеристике вихора значаjно разликуjу у од-
носу на физичке карактеристике принудно-потенциjалног вихора, коjи jе у свом
истраживању применио Čantrak [2]. Поред тога геометриjе ова два дифузора сe
разликуjу, што jе значаjно у смислу тестирања развиjеног модела k − ε diffuser
на дифузору различите геометриjе, jер турбуленти напони у овом моделу зависе



















1 2 3 4 5 6 7 8
〈uz〉sr
〈uz〉sr = 11, 6 m/s Re = 202000
25
25 s
Слика 5.38: Геометриjа Клaусеновог дифузора [39].
Клаусен jе применом сонде са загреjаним вланима извршио мерења профила
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брзина и турбулентних напона у седам мерних пресека у дифузору и у jедном
мерном пресеку у уводноj цеви. При томе су тубулентни напони мерени само
у зони граничнoг слоjа, док су компоненте вектора просечне брзине измерене
по целом мерном пресеку. Тубулентни напони су овде мерени само у гранич-
ном слоjу из разлога што jе овде фокус експерименталног истраживања био
утицаj вихора на спречавање поjаве одваjања граничног слоjа. Геометриjски
параметри мерних пресека овог дифузора су дати у табели T.7.
Табела T.7: Координaте мерних линиjа.
[mm] A B C D E F G H
s -25 25 60 100 175 250 330 405
x 130 134,3 140,4 147 160,3 173,4 187,3 200,3
z 475 524,6 559,1 598,5 672,3 746,2 825 898,8
[mm] 1 2 3 4 5 6 7 8
s -25 25 60 100 175 250 330 405
x 0 0 0 0 0 0 0 0
z 475 548,3 583,8 624,5 700,6 776,8 858 934,2
Због великог угла ширења, у овом дифузору при безвихорном струjању
настаjе одваjање граничног слоjа [39]. Поjава одваjања граничног слоjа jе
овде спречена применом принудног вихорног струjања. Овакав тип вихорног
струjања jе са становишта спречавања одваjања граничног слоjа повољниjи од
вихорног струjања принудно-потенциjалног типа. Обимска брзина принудно-
потенциjалног вихора опада у потенциjалноj зони вихора, што доводи до сма-
њења центрифугалних запремиских сила у зони граничног слоjа. Обимска бр-
зина принудног вихора линарно расте од осе ка зиду цеви, при чему у зони гра-
ничног слоjа достиже максималну вредност. Због повољниjе расподеле обимске
брзине, при принудном вихорном струjању се остваруjу веће центрифугалне
запреминске силе коjе делуjу на флуид у граничном слоjу, што значаjно допри-
носи спречавању одваjања граничног слоjа.
Услед разлике у расподели угаоне брзине принудног вихора у односу на
принудно-потенциjални вихор, настаjе значаjна разлика у расподели коефици-
jента турбулентне вискозности у ова два типа вихора. Стога се не може очеки-
вати да ће при принудном вихорном струjању имплементирани модели kEpsHam
и kEpsDif остварити jеднако добре резулатате као при принудно-потенциjалном
вихорном струjању.
137
5.3.2 Тестирање и избор мреже
Нa основу геометриjе дифузора приказане на претходноj Сл.5.38, форми-
ран jе прорачунски домен коjи се састоjи од уводне цеви дужине 500 mm, од
дифузора и од одводне цеви дужине 590 mm. Одводна цев jе додата како би
се избегли проблеми са постављањем граничних услова на излазном пресеку
дифузора. У формираном прорачунском домену су генерисане три блок струк-
туриране мреже чиjи су броjеви ћелиjа приказани у табели T.8. Поступак ре-
финирања мреже jе извршен на исти начин као код Чантраковог дифузора, при
чему су формиране три блок структуриране мреже означене са М1, М2 и М3.
Броjеви ћелиjа ових мрежа су дати у табели T.8.











1, 5 · 10−5 m2/s ρ = 1, 177 kg/m3 Re = 202000











uniform 0; zeroGradient; zeroGradient;
wallProlongat.
fixedValue;
uniform (0 0 0); zeroGradient; kqRWallFunction; epsilonWallFunction;
wallDiffuser
fixedValue;
uniform (0 0 0); zeroGradient; kqRWallFunction; epsilonWallFunction;
statSwirlWall
fixedValue;




List<vector> zeroGradient; kqRWallFunction; epsilonWallFunction;
Тип мреже 1: Структурирана Броj ћелиjа: 149292 Ознака:М1
Тип мреже 2: Структурирана Броj ћелиjа: 491520 Ознака:М2
Тип мреже 3: Структурирана Броj ћелиjа: 1459200 Ознака:М3
У табели T.8 су дати и гранични услови коjи су коришћени при прорачуну.
Неуниформне листе вектора брзине у домену ротираjуће цеви су формиране
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применом команде "addSwirlAndRotation". Помоћу ове команде се на домену
ротираjуће цеви формира векторско поље брзине коjе jе еквивалентно вектор-
ском пољу брзине при ротациjи чврстог ваљка коjи око своjе осе ротира угаоном
брзином ω = 52, 65 [s−1]. Тестирање мреже jе извршено применом модела k − ε
diffuser упоређивањем профила компоненти вектора просечне брзине у сваком
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Слика 5.39: Тестирање мреже применом имплементираног модела kEpsDif.
Ha основу профила компоненти вектора брзине коjи су дати на Сл.5.39 уочава
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се да разлика између добиjених профила брзине ниjе значаjна. Због тога, као
и због рационалног коришћења рачунарских ресурса, за даљње порорачуне jе
изабрана мрежа М2.
5.3.3 Контрола бездимензиjске координате y+
У овом дифузору су извршени прорачуни применом стандардног k − ε мо-
дела и применом имплементираних модела kEpsHam и kEpsDif. При томе jе
за сваки од примењених модела турбуленциjе бездимензиjска координата y+ на
зиду струjног домена била у прописаним границама. Расподеле бездимензиjске
координате y+ на зиду дифузора добиjене примењеним моделима турбуленциjе
су приказане на Сл. 5.40.
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Слика 5.40: Бездимензиjска координата y+ на зиду Kлаусеновог дифузора.
Из ове слике се може видети да jе дебљина првог слоjа мреже добро одређена
и да се промена бездимензиjске координате y+ за сваки од примењених модела
турбуленциjе налази у препорученим границама. Поред тога, из Сл.5.40 се
може уочити и да имплементирани модели турбуленциjе kEpsHam и kEpsDif
адекватниjе описуjу утицаj вихорног струjања на бездимензиjску координату
y+ од постоjећег стандардног k − ε модела турбуленциjе.
5.3.4 Резултати прорачуна поља брзине
Нумерички прорачуни струjања у овом дифузору су, као и у свим прет-
ходним случаjевима, извршени под претпоставком да jе струjање стационарно.
Сходно томе, за прорачуне jе примењен simpleFoam солвер. Прорачуни су
и овом случаjу извршени на радноj станици HP-Z6-G4 применом паралел-
ног процесирања на 16 прoцесорских jезгара. Параметри солвера и шеме
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дискретизациjе су подешени на исти начин као при прорачунима струjања у
Стинбергеновоj цеви. Сви прорачуни су стабилно конвергирали, при чему jе
постигнут захтевани ниво тачности нумерички прорачунатих струjних вари-
jабли. Време траjања сваког прорачуна износило jе приближно 20 минута.
Диjаграми конвергенциjе решења добиjени применом различитих модела тур-
буленциjе приказани су на Сл.5.41.
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Слика 5.41: Конвергенциjа решења у Клаусеновом дифузору.
Пре почетка нумеричког прорачуна применом модела kEpsDif у библио-
теци RASProperties су унети геометриjски параметри овог дифузора како jе то
описано у параграфу 4.5. Применом k − ε diffuser модела у овом дифузору jе
добиjен испис карактеристичних величина k−ε diffuser модела коjи jе приказан
у следећем листнигу
1 You are using kEpsDif model :
2
3 l [0 0 0 0 0 0 0] 0.5
4 L [0 0 0 0 0 0 0] 0.51
5 Ctau [0 0 0 0 0 0 0] 0.182
6 InFlowRate = 0.615718722343 m^3/s
7 InEnFluxZdir = 82.8513870239 m^5/s^3
8 InEnFluxPhiDir = 14.4114284515 m^5/s^3
9 SwS = 0.173999994993
Из приложеног листинга се може видети да се jачина вихора у Клаусеновом
дифузору налази измећу две вредности jачине вихора коjе jе у свом дифузору
применио Čantrak [2]. Нумеричким прорачунима су добиjене расподеле акси-
jалне и обимске компоненте вектора брзине коjе су приказане на Сл.5.42. Из
диjаграма приложених на овоj слици се може видети да jе генерално добиjено
добро слагање нумеричких и експерименталних резултата. Лошиjи резултати
су добиjени низструjно у мерним пресецима друге половине струjног домена
овог дифузора. При томе jе модел k − ε diffuser дао нешто слабиjе резултате
од остала два модела, jер jе оваj модел калибрисан на вихорном струjању са
принудно-потенциjалним вихором, коjе се физички значаjно разликуjе од ви-



























































































































































































































































































































































Слика 5.42: Расподела аксиjалне и обимске брзине дуж мерних линиjа.
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5.3.5 Расподела коефициjената турбулентне вискозности
Расподела коефициjената турбулентне вискозности у Клаусеновом дифузору
коjа jе добиjена нумеричким прорачунима jе приказана на Сл.5.43. Посматра-
њем диjаграма датих у овоj табели се може уочити да се због физичке природе
вихора расподеле коефициjената турбулентне вискозности у зони осе овог ди-
фузора разликуjу у односу на расподеле добиjене код Чантраковог дифузора.
Ово jе последица утицаjа различите расподеле угаоне брзине вихора и Хамбиног
временског размера у ова два случаjа струjања.
Поред тога, и у овом случаjу струjања jе присутна значаjна разлика између
коефициjената K2 и K8 у моделу k − ε diffuser, што jе слично као код примене
овог модела на струjање у Чантраковом дифузору. Применом модела k − ε
diffuser на вихорно струjање у Клаусеновом дифузору се добиjаjу веће вредности
аксиjалне брзине у зони око осе вихора у односу на остала два модела, што jе
слично ефектима коjи су постигнути на Чантраковом дифузору. Међутим, као
што се из диjаграма приказаних на Сл.5.43 мoже видети ова поjава jе у овом
случаjу струjања неповољна.
Слично стање jе и са обимском брзином, jер се из диjаграма расподеле обим-
ске брзине на Сл.5.43 може видети да су применом модела k − ε diffuser и овде
добиjене нешто веће вредности обимске брзине у централноj зони дифузора,
слично као код Чантраковог дифузора. Оваj ефекат jе у овом случаjу струjања
такође неповољан. На основу тога може да се закључи да модел k − ε diffuser
даjе мало слабиjе резултате при прорачуну вихорног струjања у Клаусеновом
дифузору, jер jе калибрисан на другачиjем типу вихорног струjања. Ипак и
поред тога оваj модел стабилно конвергира на овом случаjу струjања, иако су
му неки од коефициjената зависни од геометриjе дифузора.
Превасходни циљ тестирања модела k − ε diffuser на овом дифузору jе био
провера стабилности рада модела на дифузору чиjа се геометриjа разликуjе од





































































































Слика 5.43: Расподела коефициjената Ki дуж мерних линиjа.
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5.4 Тестирање модела k − ε diffuser на Азадовом
дифузору
5.4.1 Опис тестног примера
Оваj тестни пример jе настао на основу експерименталних истраживања без-
вихорног струjања у правом конусном дифузору коja jе урадио Okwoubi [27].
Геомeтриjа дифузора у коме jе истраживано струjање приказана jе на Сл.5.44.
0 1 2 3 4 5 6 7 8
8◦













од 1 до 11 има 10 пресека на растоjањима 60 mm
SR
Слика 5.44: Геометриjа и мерни пресеци Азадовог дифузора [27].
Мерења брзине струjања у овом дифузору су извршена применом сонде са
загреjаним влакнима у десет мерних пресека низструjно почев од пресека 1,
како jе то приказано на Сл.5.44. Гранични услови за брзину су измерени у
мерном пресеку SR коjи се налази у уводноj цеви. Oваj дифузор има мали угао
ширења, што спречава поjаву одваjања граничног слоjа. Тестирање развиjеног
модела k−ε diffuser на овом дифузору jе извршено са циљем да се провери да ли
оваj модел при безвихорном струjању даjе исте резултате као стандардни k − ε
модел, што jе био jедан од циљева при формирању овог модела. Поред тога,
геометриjа овог дифузора се значаjно разликуjе од геометриjе Чантраковог ди-
фузора на коме jе развиjен модел k − ε diffuser. Стога се тестирањем модела
k− ε diffuser на овом дифузору може проверити и стабилност рада овог модела
на дифузору различите геометриjе. У условима безвихорног струjања, у коjем
jе Ωsw = 0, из jедначина за Хамбине коефициjенте (4.27) следи:
K1 = 0;K3 = 2;K4 = 0;K5 = 0;K6 = 0;K7 = 2, (5.23)
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док су коефициjенти K2, K8 и K9 дати следећим изразимa
K2 =
2
[1 + 16A(ΩswτH)2]{1 + 8B(ΩswτH)[(ΩswτH)− 0,4(SwS)1/4]}
, (5.24)
K8 =
2 + {{16,74 + [10(SwS)]1,21}(ΩswτH)}2






Коефициjенти А и B су коефициjенти зависни од бездимензиjских геоме-
триjских параметaра дифузора и представљаjу известан вид емпириjског ути-
цаjа ширења дифузора на турбулентне напоне. Математичке зависности ових
коефициjената су прилично сложене и дефинисане су у коду kEpsDif.C моделa
k− ε diffuser (видети прилог П.IV). Из jедначина (5.24) - (5.26) се може видети
да jе при безвихорном струjању
K2 = 2;K8 = 2;K9 = 0. (5.27)
На основу вредности коефициjената датих изразима (5.23) - (5.27) се закљу-
чуjе да се при безвихорном струjању изрази (5.18) за напоне модела k−ε diffuser
своде на jедначине напона стандардног k − ε модела у поларно-цилиндричним
координатама (5.3). Сходно томе, прорачун безвихорног струjања применом
модела k − ε diffuser мора дати исте резултате као и стандардни k − ε модел.
Прорачун струjања у Азадовом дифузору jе урађен применом стандардног k−ε
модела и модела k−ε diffuser, како би се упоредили добиjени резултати и на таj
начин извршила jош jедна валидациjа поступка имплементациjе модела k − ε
diffuser у софтвер OpenFOAM. Уочава се да су коефициjенти K2 и K8 између
осталог и непрекидне функциjе jачине вихора SwS, што значи да модел k − ε
diffuser покрива струjања у правим конусним дифузорима са jачином вихора у
домену вредности вихора из тестних примера коjи су коришћени у овоj дисер-
тациjи. Ове вредности jачина вихора су дате у табели T.9.
Табела T.9: Jачине вихора коришћених тестних примера.
- Азад Чантрак αs1 = 15◦ Клаусен Чантрак αs1 = 45◦
SwS 0 0,121 0,174 0,393
На основу ове табеле може да се закључи да jе развиjени модел k−ε diffuser
применљив на праве конусне дифузоре са режимима струjања коjи се крећу од












































































































































































































































































































































































































































5.4.2 Тестирање и избор мреже
Тестирање мреже jе и на oвом тестном примеру извршено применом модела
k−ε diffuser, с циљем да се поред провере мреже провери и стабилност рада овог
модела на различитим мрежама. Формиране, су три различите мреже означене
са М1, М2 и М3 применом поступка коjи jе изложен при формирању мрежа за
Чантраков дифузор. Броjеви ћелиjа ових мрежа су дати у претходноj табели
T.10. Нумерички прорачун jе извршен при средњоj брзини струjања у уводноj
цеви 〈uz〉sr = 22, 9 m/s, односно при Реjнолдсовом броjу Re = 152000. Гранични
услови за турбулентну кинетичку енергиjу и дисипациjу на улазном пресеку су
постављени под претпоставком o изотропнoj турбуленциjи и под претпоставком












≈ 232 J/kgs, (5.29)
при чему jе узето да дужински размер турбулентних структура на улазном
пресеку цеви износи 2% од пречника уводне цеви, као што jе то био случаj и у
претходним тестним примерима. Тестирање мреже jе извршено провером вред-
ности аксиjалне компоненте вектора просечне брзине у шест мерних пресека,






































































Слика 5.45: Тестирање мреже Азадовог дифузора.
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Остале две компоненте брзине нису анализиране, jер су њихове вредности
при безвихорном струjању занемарљиве у односу на аксиjалну брзину. На
основу теста мреже може да се закључи да су добиjене занемарљиве разлике
у профилима брзине, те jе стога за даљње прорачуне струjања у овом дифу-
зору изабрана мрежа М2. При тестирању мреже овог дифузора извршена jе и







Слика 5.46: Бездимензиjска координата y+ на зиду Азадовог дифузора.
На основу Сл.5.46 закључуjе се да jе дебљина првог слоjа мреже добро одре-
ђена, jер се вредности бездимензиjске координате налазе у прописаним грани-
цама.
5.4.3 Резултати прорачуна поља брзине
Нумерички прорачуни струjања су и у овом дифузору изведени применом
simpleFOAM солвера, на истоj радноj станици и са истим подешавањима пара-
метара солвера и шема дискретизациjе као што jе то урађено при прорачуну
вихорног струjања у Стинбергеновоj цеви. Прорачуни су извршени применом
стандардног k−ε модела и модела k−ε diffuser, при чему jе остварена стабилна
конвергенциjа решења и достигнут jе захтевани ниво тачности. Диjаграми кон-
вергенциjе решења су приказани на Сл.5.47.
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Слика 5.47: Конвергенциjа решења у Азадовом дифузору.
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Овде су такође пре почетка прорачуна у библиотеци за измену стандард-
них коефициjената за модел k − ε diffuser унети геометриjски параметри овог
дифузора. При прорачуну применом модела k − ε diffuser добиjен jе испис ка-
рактеристичних величина коjи jе приказан у следећем листингу
1 You are using kEpsDif model :
2
3 l [0 0 0 0 0 0 0] 0.304
4 L [0 0 0 0 0 0 0] 0.7196
5 Ctau [0 0 0 0 0 0 0] 0.182
6 InFlowRate = 0.184493273497 m^3/s
7 InEnFluxZdir = 103.528831482 m^5/s^3
8 InEnFluxPhiDir = 0 m^5/s^3
9 SwS = 0
Из приложеног листинга се могу видети карактеристични геометриjски па-
раметри овог дифузора, затим нумерички израчунат запремински проток ва-
здуха и jачина вихора коjа у овом случаjу износи SwS = 0, jер се ради о безвихор-
ном струjању. Резултати нумеричког прорачуна поља брзине у овом дифузору



















































Слика 5.48: Расподеле аксиjалне брзине у Азадовом дифузору.
Посматрањем диjаграма приказаних на Сл.5.48 уочава се да сy резултати
прорачуна безвихорног струjања у Азадовом дифузору применом стандардног
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k − ε модела и модела k − ε diffuser потпуно исти. Ово jе значаjно због тога
што се прорачун турбулентних напона у имплементираном моделу k−ε diffuser
одвиjа у поларно-цилиндричним координатама, док се код постоjећег стандард-
ног k−ε модела прорачун турбулентних напона одвиjа у Декартовим координа-
тама. Стога одлично слагање резултата приказано на Сл.5.48 представља jош
jедну потврду да jе имплементациjа модела k− ε diffuser у софтвер OpenFOAM
тачно урађена, односно да jе у математичко-програмерском смислу прорачун




Турбулентна вихорна струjања спадаjу у jедну од наjкомплексниjих класа
струjања и имаjу велики значаj и широку распрострањеност у техници и при-
роди. У зависности од струjног простора у коме се развиjа овакав вид струjања,
долази до додатног усложњавања струjања. Тако при турбулентном вихорном
струjању у дифузорима услед низструjног пораста попречног пресека дифузора
долази до успоравања струjања, при чему услед неравнотеже одговараjућих
сила може доћи и до поjаве одваjања граничног слоjа.
Предмет ове докторске дисертациjе су нумерички прорачуни струjања у пра-
вим конусним дифузорима сa циљем побољшања тачности нумеричких прора-
чуна турбулентног вихорног струjања применом савремених научних достиг-
нућа. Прави конусни дифузори представљаjу неизоставан део цевних хидрау-
личних турбина, jер се у њима одвиjа поврат великог дела кинетичке енергиjе
из флуида коjи напушта турбину. Оцена квалитета процеса трансформациjе
енергиjе у дифузору се може извести савременим ласерским методама мерења
струjних параметара. Међутим, ове методe су технички веоме сложене, захте-
ваjу примену скупоцене мерне опреме и дуготраjна мерења. Због тога нуме-
рички прорачуни струjања налазе своjе место у процесу оцене квалитета про-
цеса трансформациjе енергиjе у дифузорима.
На почетку ове дисертациjе jе извршена анализа тренутног стања релевант-
них истраживања коjа обухватаjу анализе параметара турбулентног струjања
коjе настаjе у правим конусним дифузорима. Из ових истраживања се посебно
истиче рад Fujihiro Hambа-e из 2017. године у коjем jе анализирано моделирање
турбулентног вихорног струjања у цеви. У овом истраживању jе развиjен модел
турбуленциjе коjи обухвата анизотропиjу турбулентне вискозности и временску
нелокалност турбулентних напона, коjа jе присутна у вихорном струjању. Пред-
ност Хамбиног модела турбуленциjе у односу на постоjеће RANS моделе je де-
таљно обрађена у оквиру дисертациjе. При томе jе урађена анализа линеарних
модела турбуленциjе са изотропном турбулентном вискозности, нелинеарних
модела и линеарних модела са анизотропном турбулентном вискозности.
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Модел турбуленциjе коjи jе развио Хамба jе линеарни модел са анизотроп-
ном турбулентном вискозности и намењен jе за прорачун вихорног струjања.
Моделске jедначине за турбулентне напоне овог модела су написане у поларно-
цилиндричним координатама. Примена оваквих jедначина за турбулентне на-
поне у софтверу OpenFOAM, чиjи солвери раде у Декартовим координатама
jе предствљала велики изазов. Решење овог проблема jе jедан од оригиналних
резултата ове докторске дисертациjе, jер су у основу кода OpenFOAM импле-
ментирани модули коjи омогућаваjу да се тензори из Декартових координата
трансформишу у поларно-цилиндричне координате и обрнуто. У основу кода
OpenFOAM су имплементирани jединични диjадни тензори коjи су омогућили
да се компликоване jедначине за Хамбине напоне разложе на збир низа саби-
рака у коjима фигуришу производи тензора просечних брзина деформисања и
диjаде коефициjената турбулентне вискозности. На оваj начин jе формирана
снажна основа за даљње унапређење моделирања турбуленциjе у цилиндричним
струjним доменима, jер jе омогућено локално деловање на одређену компоненту
тензора турбулентних напона у поларно-цилиндричним координатама, што ниjе
изводљиво у случаjу да се прорачун турбулентних напона врши у Декартовим
координатама.
Тачност поступка имплементациjе Хамбиног k−ε модела турбуленциjе у код
OpenFOAM jе проверена на истом примеру вихорног струjања у цеви на коjем
jе Хамба у свом раду тестирао успешност свог модела. При томе су постигнути
исти ефекти деловања на поље брзине у вихорном jезгру коjе jе остварио и
Хамба у свом раду. Поред тога, извршено jе и упоређивање Хамбиног k − ε
модела са два линеарна (k − ε и k − ω SST) и jедним нелинеарним (Lien cubic
k − ε) моделом турбуленциjе. Хамбин k − ε модел jе остварио значаjно боље
резултате у поређењу са наведеним RANS моделима, коjи већ постоjе у софтверу
OpenFOAM.
Jош jедан оригиналан резултат ове докторске дисертациjе jе развиjање и
имплементациjа новог модела турбуленциjе коjи jе намењен за нумеричке про-
рачуне вихорног и безвихорног турбулентног струjања у правим конусним ди-
фузорима. С обзиром на то да су коефициjенти коjи ствараjу анизотропиjу тур-
булентне вискозности калибрисани на принудно-потенциjалном вихорном стру-
jању у правом конусном дифузору, оваj модел jе предвиђен за прорачуне у
вихорном струjању овог типа. Развиjени модел jе назван k − ε diffuser и има
основу кода наслеђену од Хамбиног k − ε модела.
Развиjени модел поседуjе извесну универзалност у смислу примене на без-
вихорна и вихорна струjања у правим конусним дифузорима, обзиром да има
154
могућност предвиђања врсте струjања у дифузору. Ако jе у дифузору безви-
хорно струjање, онда се прорачун изводи помоћу стандардног k− ε модела, док
се у случаjу вихорног струjања за моделирање турбуленциjе активираjу jедна-
чине новог k− ε diffuser модела. Ова особина k− ε diffuser модела турбуленциjе
jе тестирана на примеру безвихорног струjања у Азадовом дифузору, при чему
су добиjени резултати упоређени са резултатима стандардног k− ε модела тур-
буленциjе. На диjаграмима коjи су приказани у резултатима ове дисертациjе се
види да се профили брзина добиjени стандардним k− ε моделом и k− ε diffuser
моделом преклапаjу у потпуности, и поред чињенице да се у моделу k−ε diffuser
турбулентни напони рачунаjу у поларно-цилиндричним, док се у стандардном
k− ε моделу напони рачунаjу у Декартовим координатама. Дакле, модел k− ε
diffuser се у условима безвихорног струjања аутоматски своди на стандардни
k − ε модел. Ово jе jош jедан значаjан и оригиналан резултат ове дисертациjе,
jер применом k − ε diffuser модела ниjе неопходно да корисник софтвера раз-
мишља какво jе струjање присутно у прорачунском домену дифузора. Оваj
модел аутоматски врши проверу и активира одговараjући модел турбуленциjе
за извођење нумеричког прорачуна струjања.
Поред универзалности k− ε diffuser модела у смислу присуства безвихорног
и вихорног струjања, на Азадовом дифузору jе проверена и могућност овог мо-
дела да ради на дифузорима различитих геометриjских карактеристика. Ово
тестирање jе извршено из разлога што су коефициjенти тубулентне визкозно-
сти модела k− ε diffuser зависни од бездимензиjских геометриjских параметара
правог конусног дифузора. С обзиром на одличне резултате коjи су већ наве-
дени, очигледно jе да jе оваj модел турбуленциjе применљив на било коjи прави
конусни дифузор. Додатна провера jе извршена и нумеричким прорачуном по-
себног типа вихорног струjања у Клаусеновом дифузору, коjи има значаjно већи
угао ширења. Резултати тестирања и на овом дифузору су на задовољаваjућем
нивоу.
Коначно, извршене су провере k − ε diffuser модела на принудно-
потенциjалном вихорном струjању у правом конусном дифузору, за коjе jе оваj
модел и развиjен. Како су коефициjенти турбулентне вискозности модела k− ε
diffuser зависни и од jачине вихора на улазу у дифузор, то jе тестирана и мо-
гућност прилагођавања k − ε diffuser модела различитим jачинама вихора коjе
су присутне у струjном домену правог конусног дифузора. Модел k− ε diffuser
jе са успехом, и квалитативно и квантитативно, предвидео повратни профил
аксиjалне брзине у jезгру принудно-потенциjалног вихора у правом конусном
дифузору. Поред тога, оваj модел боље предвиђа поjаву одумирања вихора у
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односу на остала два коришћена модела. Упоредним приказом резултата стан-
дардног k−ε, Хамбиног k−ε и k−ε diffuser модела уочава се надмоћ развиjеног
модела k − ε diffuser при прорачуну турбулентног вихорног струjања у правом
конусном дифузору. С обзиром на расположиве експерименталне резултате и
спроведене нумеричке прорачуне, може се рећи да у правим конусним дифу-
зорима развиjени модел k − ε diffuser остваруjе добре резултате у опсегу од
безвихорног струjања до принудно-потенциjалног вихорног струjања са jачи-
ном вихора 0 ≤ SwS ≤ 0,5 и при Реjнолдсовом броjу 150000 < Re < 450000.
У низу извршених нумеричких прорачуна применом развиjеног модела k−ε
diffuser, остварена jе добра стабилност рада овог модела при редном и пара-
лелном процесирању на прорачунским мрежама са великом разликом у броjу
ћелиjа и при прорачуну струjних поља различите физичке комплексности. Ра-
звиjени модел k − ε diffuser даjе боље резултате у предвиђању поља брзине у
jезгру вихора. Даљњи правац истраживања jе усмерен на потенциjалну зону
вихора у коjоj аксиjална брзина има локални максимум и у коjоj нулти гра-
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Mašinski fakultet Univerziteta u Beogradu, 2012.
[55] S. Dhiman, H. Foroutan, and S. Yavuzkurt. Simulation of flow trough conical
diffusers with and without inlet swirl using cfd. Proceedings of ASME-JSME-
KSME Joint Fluids Engineering Conference 2011, Hamamatsu, Shizuoka,
JAPAN, July 24 - 29, 2011.
[56] H. K. Versteeg and W. Malalasekera. An Introduction to Computational Fluid
Dynamics. PEARSON Prentice Hall, Glasgow, UK, 2007.
[57] L. Schoenmaker. Simulations of steady and oscillating flow in diffusers. MSc
Thesis. University of Technology, Delft, Netherlands, 2017.
[58] D. C. Wilcox. A complete model of turbulence revisited. AIAA 22nd Aerospace
Sciences Meeting, Reno, Nevada, USA, pages 1–18, January 9 - 12, 1984.
[59] R. Bourguet, M. Braza, and G. Harran. Tensorial eddy-viscosity concept for
the prediction of turbulent unsteady flows around bodies. 19éme Congres
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[115] S. M. Čantrak. Hidrodinamika. IV Izdanje. Машински факултет Универзи-
тета у Београду, 2005.
[116] J. L. Lumley and G. Newman. The return to isotropy of homogeneous
turbulence. Journal of Fluid Mechanics, 82:161–178, 1977.
[117] S. Banerjee, O. Ertunc, and F. Durst. Anisotropy properties of turbulence.
Proceedings of the 13th WSEAS International Conference on APPLIED
MATHEMATICS (MATH’08), Puerto De La Cruz, December 15 - 17, 2008.
166
Прилози
П.I - Трансформациjе чланова jедначине ТКЕ
Сабирци jедначине ТКЕ се трансформациjама њихових фактора коjе су































































































































































































При извођењу израза (П.I-2) у првом кораку jе искоришћен израз (П.I-1). У





и особина 〈k〉 = k временски осредњених величина струjања.
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П.III - Додатак кода у хедер фаjлу
TensorTemplateI.H
1 // ************************** My modifications **************************//
2
3 //1-Return tensor with nonzero OneOne term
4 template <class Cmpt >
5 inline SymmTensor <Cmpt > OneOne(const Tensor <Cmpt >& t)
6 {
7 return SymmTensor <Cmpt >
8 (
9 t.xx(), (t.xy() - t.yx()), (t.xz() - t.zx()),




14 //2-Return tensor with nonzero TwoTwo term
15 template <class Cmpt >
16 inline SymmTensor <Cmpt > TwoTwo(const Tensor <Cmpt >& t)
17 {
18 return SymmTensor <Cmpt >
19 (
20 t.xx()-t.xx(), (t.xy() - t.yx()), (t.xz() - t.zx()),




25 //3-Return tensor with nonzero ThreeThree term
26 template <class Cmpt >
27 inline SymmTensor <Cmpt > ThreeThree(const Tensor <Cmpt >& t)
28 {
29 return SymmTensor <Cmpt >
30 (
31 t.xx()-t.xx(), (t.xy() - t.yx()), (t.xz() - t.zx()),




36 //4-Return tensor with nonzero OneTwo term
37 template <class Cmpt >
38 inline Tensor <Cmpt > OneTwo(const Tensor <Cmpt >& t)
39 {
40 return Tensor <Cmpt >
41 (
42 t.xx() - t.xx(), t.xy() , t.xz() - t.xz(),
43 t.yx() - t.yx(), t.yy() - t.yy(), t.yz() - t.yz(),
44 t.zx() - t.zx(), t.zy() - t.zy(), t.zz() - t.zz()
45 );
46 }
47 //5-Return tensor with nonzero OneThree term
48 template <class Cmpt >
49 inline Tensor <Cmpt > OneThree(const Tensor <Cmpt >& t)
170
50 {
51 return Tensor <Cmpt >
52 (
53 t.xx() - t.xx(), t.xy() - t.xy(), t.xz() ,
54 t.yx() - t.yx(), t.yy() - t.yy(), t.yz() - t.yz(),
55 t.zx() - t.zx(), t.zy() - t.zy(), t.zz() - t.zz()
56 );
57 }
58 //6-Return tensor with nonzero TwoOne term
59 template <class Cmpt >
60 inline Tensor <Cmpt > TwoOne(const Tensor <Cmpt >& t)
61 {
62 return Tensor <Cmpt >
63 (
64 t.xx() - t.xx(), t.xy() - t.xy(), t.xz() - t.xz(),
65 t.yx() , t.yy() - t.yy(), t.yz() - t.yz(),
66 t.zx() - t.zx(), t.zy() - t.zy(), t.zz() - t.zz()
67 );
68 }
69 //7-Return tensor with nonzero TwoThree term
70 template <class Cmpt >
71 inline Tensor <Cmpt > TwoThree(const Tensor <Cmpt >& t)
72 {
73 return Tensor <Cmpt >
74 (
75 t.xx() - t.xx(), t.xy() - t.xy(), t.xz() - t.xz(),
76 t.yx() - t.yx(), t.yy() - t.yy(), t.yz() ,
77 t.zx() - t.zx(), t.zy() - t.zy(), t.zz() - t.zz()
78 );
79 }
80 //8-Return tensor with nonzero ThreeOne term
81 template <class Cmpt >
82 inline Tensor <Cmpt > ThreeOne(const Tensor <Cmpt >& t)
83 {
84 return Tensor <Cmpt >
85 (
86 t.xx() - t.xx(), t.xy() - t.xy(), t.xz() - t.xz(),
87 t.yx() - t.yx(), t.yy() - t.yy(), t.yz() - t.yz(),
88 t.zx() , t.zy() - t.zy(), t.zz() - t.zz()
89 );
90 }
91 //9-Return tensor with nonzero ThreeTwo term
92 template <class Cmpt >
93 inline Tensor <Cmpt > ThreeTwo(const Tensor <Cmpt >& t)
94 {
95 return Tensor <Cmpt >
96 (
97 t.xx() - t.xx(), t.xy() - t.xy(), t.xz() - t.xz(),
98 t.yx() - t.yx(), t.yy() - t.yy(), t.yz() - t.yz(),




103 // ************************** My modifications **************************//
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П.IV - Изворни код kEpsDif.C
1 /* ---------------------------------------------------------------------*\
2 ========= |
3 \\ / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox
4 \\ / O peration |
5 \\ / A nd | Copyright held by original author
6 \\/ M anipulation |
7 -----------------------------------------------------------------------
8 License

















26 // * * * * * * * * * * * * * * Static Data Members * * * * * * * * * * //
27
28 defineTypeNameAndDebug(kEpsDif , 0);
29 addToRunTimeSelectionTable(RASModel , kEpsDif , dictionary);
30
31 // * * * * * * * * * * * * * * * * Constructors * * * * * * * * * * * //
32
33 kEpsDif :: kEpsDif
34 (
35 const volVectorField& U,















51 Ctau_ // Hamba time scale coefficient
52 (
172







60 l_ // Inlet pipe lenght coeff. (eq. lenght in [m])
61 (







69 L_ // Diffuser lenght coeff. (eq. lenght in [m])
70 (












































































146 IOobject ::NO_READ ,











158 IOobject ::NO_READ ,












170 IOobject ::NO_READ ,




























199 Ltt_ // Left transformation tensor
200 (
201 CosPhi_*OneOne(tensor ::one)+SinPhi_*OneTwo(tensor ::one)
202 -SinPhi_*TwoOne(tensor ::one)+CosPhi_*TwoTwo(tensor ::one)
203 + ThreeThree(tensor ::one)
204 ),
205 Rtt_ // Right transformation tensor
206 (
207 CosPhi_*OneOne(tensor ::one)-SinPhi_*OneTwo(tensor ::one)
208 +SinPhi_*TwoOne(tensor ::one)+CosPhi_*TwoTwo(tensor ::one)
209 + ThreeThree(tensor ::one)
210 ),
211 LTT_ // Left transformation tensor
212 (
213 CosPhi_*OneOne(tensor ::one)-SinPhi_*OneTwo(tensor ::one)
214 +SinPhi_*TwoOne(tensor ::one)+CosPhi_*TwoTwo(tensor ::one)
215 + ThreeThree(tensor ::one)
216 ),
217 RTT_ // Right transformation tensor
218 (
219 CosPhi_*OneOne(tensor ::one)+SinPhi_*OneTwo(tensor ::one)
220 -SinPhi_*TwoOne(tensor ::one)+CosPhi_*TwoTwo(tensor ::one)
221 + ThreeThree(tensor ::one)
222 ),








230 IOobject ::NO_READ ,











242 IOobject ::NO_READ ,
243 IOobject :: AUTO_WRITE
244 ),
245 Ctau_*k_/( epsilon_ + epsilonSmall_)
246 ),







254 IOobject ::NO_READ ,











266 IOobject ::NO_READ ,
267 IOobject :: AUTO_WRITE
268 ),
269 (4+2*(1+( Z_/Cz_ -l_ -0.06* KL)/mag(Z_/Cz_ -l_ -0.06* KL))
270 -2*(1+(Z_/Cz_+l_ +0.06* KL)/mag(Z_/Cz_+l_ +0.06* KL)))*
271 2*sqrt((Z_/Cz_)*KlL)
272 ),







280 IOobject ::NO_READ ,
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281 IOobject :: AUTO_WRITE
282 ),
283 4+2*(1+( Z_/Cz_ -l_ -0.06* KL)/mag(Z_/Cz_ -l_ -0.06* KL))









293 IOobject ::NO_READ ,
294 IOobject :: AUTO_WRITE
295 ),









305 IOobject ::NO_READ ,
306 IOobject :: AUTO_WRITE
307 ),









317 IOobject ::NO_READ ,











329 IOobject ::NO_READ ,
330 IOobject :: AUTO_WRITE
331 ),










341 IOobject ::NO_READ ,
342 IOobject :: AUTO_WRITE
343 ),









353 IOobject ::NO_READ ,











365 IOobject ::NO_READ ,
366 IOobject :: AUTO_WRITE
367 ),









377 IOobject ::NO_READ ,
378 IOobject :: AUTO_WRITE
379 ),
380 (2+ sqr ((16.74+ pow (10*SwS_ ,1.21))*OT_))/









390 IOobject ::NO_READ ,
391 IOobject :: AUTO_WRITE
392 ),






















































































477 nut_ = Cmu_*sqr(k_)/( epsilon_ + epsilonSmall_);






484 // * * * * * * * * * * * * * * * Member Functions * * * * * * * * * * //
485
486 tmp <volTensorField > kEpsDif ::S_() const
487 {









497 IOobject ::NO_READ ,






504 tmp <volTensorField > kEpsDif ::S() const
505 {










515 IOobject ::NO_READ ,






522 tmp <volScalarField > kEpsDif :: SrPhi_ () const
523 {









533 IOobject ::NO_READ ,






540 tmp <volScalarField > kEpsDif ::SrPhi () const
541 {









551 IOobject ::NO_READ ,






558 tmp <volScalarField > kEpsDif ::Srz_() const
559 {










569 IOobject ::NO_READ ,






576 tmp <volScalarField > kEpsDif ::Srz() const
577 {









587 IOobject ::NO_READ ,






594 tmp <volScalarField > kEpsDif :: SPhiz_ () const
595 {









605 IOobject ::NO_READ ,






612 tmp <volScalarField > kEpsDif ::SPhiz () const
613 {










623 IOobject ::NO_READ ,






630 tmp <volScalarField > kEpsDif ::Szz_() const
631 {









641 IOobject ::NO_READ ,






648 tmp <volScalarField > kEpsDif ::Szz() const
649 {









659 IOobject ::NO_READ ,






666 tmp <volScalarField > kEpsDif ::Srr_() const
667 {









677 IOobject ::NO_READ ,







684 tmp <volScalarField > kEpsDif ::Srr() const
685 {









695 IOobject ::NO_READ ,






702 tmp <volScalarField > kEpsDif :: SPhiPhi_ () const
703 {









713 IOobject ::NO_READ ,






720 tmp <volScalarField > kEpsDif :: SPhiPhi () const
721 {









731 IOobject ::NO_READ ,







738 tmp <volScalarField > kEpsDif ::Ux_() const
739 {









749 IOobject ::NO_READ ,






756 tmp <volScalarField > kEpsDif ::Uy_() const
757 {









767 IOobject ::NO_READ ,







775 tmp <volSymmTensorField > kEpsDif ::R() const
776 {









786 IOobject ::NO_READ ,
787 IOobject :: NO_WRITE
788 ),







795 tmp <volSymmTensorField > kEpsDif :: devReff () const
796 {









806 IOobject ::NO_READ ,
807 IOobject :: NO_WRITE
808 ),














823 bool kEpsDif ::read()
824 {






















847 void kEpsDif :: correct ()
848 {
849 if (mesh_.changing ())
850 {
186
851 bound(k_ , k0_);
852 bound(epsilon_ , epsilon0_);
853 }
854
855 RASModel :: correct ();
856







864 // generation term
865 volScalarField G("RASModel ::G",
866 nut_ *2* magSqr(symm(gradU)) - (nonlinStress_ && gradU));
867
868 // Update epsilon and G at the wall
869 epsilon_.boundaryField ().updateCoeffs ();
870
871 // Dissipation equation
872 tmp <fvScalarMatrix > epsEqn
873 (
874 fvm::ddt(epsilon_)
875 + fvm::div(phi_ , epsilon_)
876 + fvm::SuSp(-fvc::div(phi_), epsilon_)
877 - fvm:: laplacian(DepsilonEff (), epsilon_)
878 ==
879 C1_*G*epsilon_/k_






886 bound(epsilon_ , epsilon0_);
887
888 // Turbulent kinetic energy equation
889 tmp <fvScalarMatrix > kEqn
890 (
891 fvm::ddt(k_)
892 + fvm::div(phi_ , k_)
893 + fvm::SuSp(-fvc::div(phi_), k_)
894 - fvm:: laplacian(DkEff (), k_)
895 ==
896 G





902 bound(k_ , k0_);
903
904 // Recalculating viscosity
905 nut_ = Cmu_*sqr(k_)/( epsilon_ + epsilonSmall_);




909 // Recalculating Inlet Swirl Strenght
910 label myinlet = mesh_.boundaryMesh ().findPatchID("inlet");
911 const polyPatch& cPatch = mesh_.boundaryMesh ()[myinlet ];
912 const fvPatchVectorField& Uin = U().boundaryField ()[myinlet ];
913 const fvPatchScalarField& SinIN = SinPhi_.boundaryField ()[myinlet ];
914 const fvPatchScalarField& CosIN = CosPhi_.boundaryField ()[myinlet ];
915 const surfaceScalarField& magSf = mesh_.magSf();
916
917
918 float IFR = 0.0;
919 float IEFzDir = 0.0;
920 float IEFPhiDir = 0.0;
921 float IEFzDirSmall_ = 0.001;
922
923 forAll(cPatch , facei)
924 {
925 IFR += (Uin[facei ].z())*magSf.boundaryField ()[myinlet ][ facei];
926 IEFzDir += pow(Uin[facei].z() ,3)*magSf.boundaryField ()[myinlet ][ facei];
927 IEFPhiDir += sqr(-Uin[facei].x()*SinIN[facei]+Uin[facei].y()
928 *CosIN[facei ])*(Uin[facei].z())
929 *magSf.boundaryField ()[myinlet ][facei];
930 }
931
932 scalar t = time().value ();




937 SwS_=SwirlCalc(IEFzDir ,IEFPhiDir ,IEFzDirSmall_);
938 Info <<"SwirlCalc = "<<SwS_ <<endl;
939 std:: ofstream out("SwS.txt");





945 std:: ifstream in("SwS.txt");
946 float ss;
947 in>>ss;




952 // Re -calculate Hamba coefficients
953 Omega_=mag(-Ux_()*SinPhi_+Uy_()*CosPhi_)/r_;
954 TauH_=Ctau_*k_/( epsilon_ + epsilonSmall_);
955











966 K1_ =4*( OT_)/(1+4* sqr(OT_));
967 K2_ =2/(((1+ A_*sqr(4*OT_)))*(1+B_*8* OT_*(OT_ -0.4* pow(SwS_ ,1./4))));
968 K3_ =2/(1+ sqr(OT_));
969 K4_ =2*( OT_)/(1+ sqr(OT_));
970 K5_ =2*( OT_)/(1+4* sqr(OT_));
971 K6_ =4*sqr(OT_)/(1+4* sqr(OT_));
972 K7_ =2*(1+2* sqr(OT_))/(1+4* sqr(OT_));
973 K8_ =(2+ sqr ((16.74+ pow (10*SwS_ ,1.21))*OT_))/
974 (1+30* mag(OT_)+70* pow(mag(OT_) ,3));
975 K9_ =4*OT_ /(1+ sqr(OT_));
976













































































1053 Info <<endl <<"You are using kEpsDif model:"<<endl;
1054 Info <<endl <<l_ <<endl;
1055 Info <<L_<<endl;
1056 Info <<Ctau_ <<endl;
1057 Info <<"InFlowRate = "<<IFR <<" m^3/s"<<endl;
1058 Info <<"InEnFluxZdir = "<<IEFzDir <<" m^5/s^3"<<endl;
1059 Info <<"InEnFluxPhiDir = "<<IEFPhiDir <<" m^5/s^3"<<endl;
1060 Info <<"SwS = "<<SwS_ <<endl <<endl <<endl;
1061 }
1062
1063 // * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * //
1064
1065 } // End namespace RASModels
1066 } // End namespace incompressible




П.V - Хедер фаjл kEpsDif.H
1 /* ---------------------------------------------------------------------*\
2 ========= |
3 \\ / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox
4 \\ / O peration |
5 \\ / A nd | Copyright held by original author

























31 // Private data














































77 //- Runtime type information
78 TypeName("kEpsDif");
79 // Constructors
80 //- Construct from components
81 kEpsDif
82 (
83 const volVectorField& U,




88 virtual ~kEpsDif ()
89 {}
90 // Member Functions
91 //- Return the turbulence viscosity




96 //- Return the effective diffusivity for k
97 tmp <volScalarField > DkEff() const
98 {
99 return tmp <volScalarField >
100 (
101 new volScalarField("DkEff", nut_ + nu())
102 );
103 }
104 //- Return the effective diffusivity for epsilon
105 tmp <volScalarField > DepsilonEff () const
106 {
107 return tmp <volScalarField >
108 (




112 //- Return the turbulence kinetic energy




117 //- Return the turbulence kinetic energy dissipation rate





123 virtual tmp <volSymmTensorField > R() const;
124 virtual tmp <volTensorField > S() const;
125 virtual tmp <volScalarField > SrPhi() const;
126 virtual tmp <volScalarField > Srz() const;
127 virtual tmp <volScalarField > SPhiz() const;
128 virtual tmp <volScalarField > Szz() const;
129 virtual tmp <volScalarField > Srr() const;
130 virtual tmp <volScalarField > SPhiPhi () const;
131 virtual tmp <volTensorField > S_() const;
132 virtual tmp <volScalarField > SrPhi_ () const;
133 virtual tmp <volScalarField > Srz_() const;
134 virtual tmp <volScalarField > SPhiz_ () const;
135 virtual tmp <volScalarField > Szz_() const;
136 virtual tmp <volScalarField > Srr_() const;
137 virtual tmp <volScalarField > SPhiPhi_ () const;
138 virtual tmp <volScalarField > Ux_() const;
139 virtual tmp <volScalarField > Uy_() const;
140
141 //- Return the effective stress tensor including the laminar stress
142 virtual tmp <volSymmTensorField > devReff () const;
143 //- Return the source term for the momentum equation
144 virtual tmp <fvVectorMatrix > divDevReff () const;
145 //- Solve the turbulence equations and correct the turbulence ←↩
viscosity
146 virtual void correct ();
147 //- Read RASProperties dictionary
148 virtual bool read();
149 };
150
151 // * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * //
152 } // End namespace RASModels
153 } // End namespace incompressible
154 } // End namespace Foam





Ђорђе М. Новковић jе рођен 17.06.1976. године у Карловцу, Р. Хрватска,
СФРJ. Основну школу завршио je 1990. године у Крстињи, Р. Хрватска, СФРJ.
Средњу техничку школу jе завршио 1994. године у Воjнићу у Републици
српскоj краjини. Машински факултет у Бањoj Луци у Републици Српскоj
уписао jе 1994. године. Због исељења из Републике српске краjине, студиjе
jе 1995. године наставио на Машинском факултету у Приштини, АП Косово
и Метохиjа, Р. Србиjа. Током студиjа на Машинском факултету у Приштини
био jе студент генерациjе, тако да jе 1997. године добио диплому "истакнути
студент". Због исељења Машинског факултета из Приштине, студиjе jе 1999.
године наставио на Факултету техничких наука у Косовскоj Митровици. Због
отежаних услова студирања, студиjе jе завршио 2004. године на Одсеку
за термотехнику и термоенергетику Факултета техничких наука у Косовскоj
Митровици са просечном оценом 8,68 (осам и 68/100). Дипломски рад под
насловом "Проблем струjања уља у цилиндричном клизном лежаjу" одбранио
jе из предмета Механика флуида са оценом 10 (десет).
Од 2005. до 2016. године био je запослен као асистент на Факултету
техничких наука у Косовскоj Митровици. Држао jе нумеричке вежбе из
предмета Механика флуида, Хидрауличне и пнеуматске машине, Пумпе
вентилатори и компресори, Хидропнеуматска техника и Механика. Од 2016.
до 2018. године био je запослен као стручни сарадник-лаборант за материjале,
механику и саобраћаj на Факултету техничких наука у Косовскоj Митровици.
Од 01.11.2018. године jе запослен на Машинском факултету у Београду,
при Катедри за Механику флуида, као истраживач на проjекту ТР35046 под
називом "Примена савремених мерних и прорачунских техника за изучавање
струjних параметара вентилационих система на моделу енергетски изузетно
ефикасног (пасивног) обjекта". Изабран jе у истраживачко звање истраживач
сарадник дана 01.06.2018. Аутор jе или коаутор четири рада у часописима
међународног и домаћег значаjа (од тога jедан у часопису са импакт фактором
(SCI листа)), шеснаест саопштења на међународним скуповима и домаћим
скуповима са међународним учешћем. Учествовао jе као истраживач у четири
проjекта при Министарству просвете, науке и технолошког развоjа Републике
Србиjе.
Говори енглески jезик и активно се служи рачунаром. Користи програме MS
Office, SolidWorks, Wolfram Mathematica, AutoCAD под оперативним системом
Windows и програме LibreOffice, Texmaker, Gnuplot, Inkscаpe под оперативним
системом Linux. Служи се C++ програмским jезиком. Напредно користи CFD
пакете ANSYS CFX, ICEM CFD, BladeGen, TurboGrid, DesignModeler, Meshing,
WorkBench, под оперативним системом Windows. Напредно користи и CFD
пакет OpenFOAM под оперативним системом Linux.
Ожењен jе и отац jе jедног детета.
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